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NOTIONS SUR LES VECTEURS 



1. Définition d'un vecteur. — Une portion de droite sur laquelle un 
sens est déHni est un vecteur ; ce sens correspond à celui du déplace- 
ment d'un mobile dont le point de départ A serait l'origine du vecteur 
et le point d'arrivée B son extrémité. Dans le langage, on convient de 
nommer en premier la lettre qui correspond à l'origine du vecteur et 
ensuite celle qui correspond à son extrémité. Dans l'écriture, on opère 
de même et on place les deux lettres entre parenthèses ; en sorte que le 
symbole (AB) représente un vecteur d'origine A et d'extrémité B. 

On appelle ligne d'action d'un vecteur (AS) la droite indéfinie xx* 
qui le porte. 

Les éléments qui permettent de définir un vecteur sont : sa ligne 
d'action, son origine, son sens et sa grandeur ou distance géométrique 
qui sépare son origine de son extrémité. 

2. Valeur algébrique d'un vecteur. — Pour définir la valeur algé- 
brique d'un vecteur (AB) {^i^, 1), on choisit sur la droite a/o; qui le 
porte un sens que l'on indique par une flèche f et auquel on donne le 
nom de sens positif et on convient de faire précéder le nombre qui 
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exprime, avec l'unité choisie, la grandeur du vecleur, du signe *i- si 
son sens est celui de là flèche ^ du signe — dans le cas contraire. Le 
nombre algébrique ainsi défini est la valeur algébrique du vecteur et 
dans récriture on convient de la représenter par le symbole AB. 
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3. Remarque, — Une droite indéfinie sur laquelle on a fait choix 
d'un sens positif est dite orientée. 

4. Vecteurs équipollents. — Deux vecteurs (A B), (A'B') (Irg. 1), por- 
tés par une même droite ou par deux droites parallèles et qui ont môme 
longueur et même sens sont dits équipollents. 

5. Projection d'un pomt sur un axe parallèlement à un plan P. — 
Soient x'x Taxe de projection et A le point donnés. Le point d'intersec- 
tion a avec Taxe x'x du plan Q mené par le point A parallèlement au 
plan P est appelé projection du point A sur Taxe donné. 

6. Projection d*un vecteur sur un axe. — La projection sur un axe 
parallèlement à un plan P, d'un vecteur (AB) (fig. 2), est un second 



Fig. 2 



vecteur {nb\ ayant pour origine a la projection sur cet axe de Torigine A 
du vecteur donné et pour extrémité h la projection de son extrémité B. 
En sorte que l'on peut écrire : 

projection (AB) = [aV) 
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Si l'axe est orienté au vecteur {ab) correspond un nombre algébrique 
'qui est la valeur algébrique de la projection du vecteur donné. 

7. Vecteur directeur d'un vecteur donné. — Tout vecteur parallèle à 
un vecteur (AB) et dont la valear algébrique est + 1 est dit vecteur di- 
recteur du vecteur donné. 

8. — THBORiMs. — La valeur algébrique de la projection d'un vec- 
teur sur un axe est égale à la valeur alqèbriqu^e de c^ vecteur multi- 
pliée par la valeur algébrique de la proj^jtion de son vecteur direc- 
teur. 



Fig. 3 

Soient en effet {ûg. 3) (AB) un vecteur donné porté par une droite j/'y 
orientée et (OD) son vecteur directeur. Parallèlement à un plan, proje- 
tons sur l'axe orienté a/x les points D,A,B en c?,a,6 ; il faut démontrer 
que : 

ab — AB X ôd (i) 

D'après la géométrie, les segments déterminés sur deux droites quel- 
conques par des plans parallèles étant proportionnels, on a : 

a^b _An 
od'^ {){)' 

Or, OD = I ; par suite ; 

ab = AB X od 

La relation (1) est donc vraie en valeur absolue. Nous allons établir 
qu'elle est également vraie en signe. 

En effet, si les vecteurs (AB) et (OD) ont le même sens il en est de 
même des vecteurs (ab) et (pd) ; s'ils sont de sens contraires les vecteurs 
(ab) et (od) le sont aussi. 
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Il en résulte que les rapports 

ÂB Jlb 
ÔD ^ ~ôd 

sont de môme signe et le théorème est démontré. 

9. Valeur algébrique de la projection orthogonale d*un vecteur sur 
un axe. — La valeur algébrique de la projection orthogonale d'un 
vecteur sur un axe est égale à la valeur algébrique de ce vecteur 
multipliée par le cosinus de V angle des de^tx directions positives f 
et f du vecteur et de Taxe de projection. 

En effet, si dans le théorème précédent nous supposons les projections- 
orthogonales, od sera par définilion même le cosinus de l'angle des di- 
rections positives du vecteur et de Taxe de projection et la relation (1^ 
peut s'écrire : 

ab = AB cos (J.f'y 

10. Application. — La grandeur géométrique d'un vecleur (AR^ 
est de deux mètres. On le projette orthogonalement sur un axe qui fail 
avec sa ligne d'action un angle de 45°, trouver la valeur algébrique de 
cette projection sachant que /"et f sont les sens positifs choisis sur Taxe- 
et sur la ligne d'action du vecleur. 




^~^/ . 



En appliquant le théorème précédent, il vient : 

06 = — 2 X cos (180*-45°). 
Or : 



Par suite : 



cos (180° — 45°) = — cos 45° = — ~ 



«6 = -2x i- ^)=\f2. 
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11. Définition analytique d'un vecteur. — A un vecteur donné on 
peut faire correspondre trois nombres algébriques X, Y, Z qui sont les 
valeurs algébriques de ses projections sur Irois axes orientés Oo?, 0^, 
O^ formant un trièdre. 

Réciproquement, si l'on connaît le point origine A d*un vecteur et 
«es projections X, Y, Z sur les trois axes orientés Ox, Oy, 0^, il est dé- 
terminé. 




h__jO' 



Fig. 4 



Pour l'établir il sufQt de prouver que Ton peut déterminer son 
^extrémité B. A cet etfet, regardons les projections a, a\ a', du point 
A sur les trois axes, comme origines de vecteurs dont les valeurs algé- 
briques sont respectivement X, Y, Z; nous déterminons ainsi trois 
points b, b'j b' qui sont les projections sur les mêmes axes du point B 
-cherché. 



12. Composition d'un nombre quelconque de vecteurs. Définition de 
-leur résultante. — Soient (AA'), (BB'), (CC), (DD') plusieurs vecteurs. 
Pour définir leur résultante, par un point arbitraire de Tespace, 
traçons un vecteur (Oa) équipollent à (AA'); par le point a un vecteur 
{ab) équipollent à (BB') ; par le point b un vecteur (bc) équipollent à 
(CC) et enfin par le point c un vecteur [cd) équipollent à (DD'). Le 
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vecteur {Od) qui a pour origine rorigine du premier- vecteur et pour 
extrémité l'extrémité d du dernier est appelo résultante ou somme géo-» 
métrique des vecteurs donnés. On l'indique comme suit : 

(Od) = (AA') 4- (BBO. -+- (CC) r+- (DD .) ' 




Fig. 5 

13. Remarque. — Le point de départ a été pris arbitrairement. 
Il en résulte qu'il y a une infinité de vecteurs, tous équipollents entre 
eux, qui peuvent être considérés comme résultante des vecteurs proposés. 

La définition que nous venons de donner n*est toutefois valable que 
si la résultante des vecteurs donnés est indépendante de l'ordre dans 
lequel on les compose. 

14. THBoniMB. — La somme gêomÀlritjue de deux vecteurs est indé- 
pendante de leur ordre^ 

Soient en eff'et (AA') et (BB') deux vecteurs. Par un point arbitraire O 

de l'espace menons un vecteur 
(Oa) équipollent à (A A') et par 
le point a un vecteur (aô) équi»- 
pollent à (BB') ; le vecteur (0Z»> 
ainsi obtenu sera par définition 
la résultante des deux vecteurs 
donnés. Par ce même- point O 
menons un vecteur (06,) équi- 
pollent h (BB'] et par le point 
6, un vecteur (ôjflj) équipollent 
à (AA'} ; le vecteur (Oa,) sera 
encore par définition la résul* 




Fig. 6 



tante des deux vecteurs donnés. Si nous montrons que les points b et a^ 
coïncident, il en sera de môme des deux résultantes (Oa,) et (06). 
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Remarquons à cet effet que les longueurs géométriques ah et 06, étant 
égales et parallèles, la figure Oabb^ est un parallélogramme. Les vec- 
teurs (Oa) et {bxb) sont donc équipollenls et par suite les vecteurs {hj>) 
et [hfi^) qui ont môme origine et qui sont équipollenls tous deux à 
(AA') coïncident. 

15. THBORèMB. — La récitante de plusieurs vecteurs ne change pas 
si foH remplace deux vecteurs consécutifs par leur résultante. 

En effet, par déBnition môme, la résultante des vecteurs (AA^, (BB'), 
(CC'), (DD') est le [recteur (Od). Si l'on joint les points b et rf, on peut 
regarder (bd) comme la résullanle des vecteurs (CC) et (DD') et l'on 
voit snr la figure que le vecteur (0//) peut ôtre regardé comme la résul- 
tante des vecteurs (AA'), (BB') et (bd), ce qu'il fallait démontrer. 

46. TraoBEMii. — La résultante de plusieurs vecteurs ne change pas 
si Von remplace Vun des vecteurs par- deuœ autres dont il est la ré- 
sultante. 




Fig, 7 

En effet soit (fig. 7) (Od) la résultante des vecteurs (Oa), (ab), {bd). 
Dana le plan de la figure marquons un point arbitraire c et joignons 
bc, cd. Nous pouvons regarder le vecteur (bd) comme la résultante des 
deux vecteurs (bc) et (cd) et par suite le vecteur [Od) comme la résuU 
tante des vecteurs (Oa), (ab), (bc)y (cd). 

17. TBÂORàiiB. — La résultante de plusieurs vecteurs ne change pas 
si Von intervertit V ordre de deux vecteurs consécutifs. 

En effet, soit (fig. 7) (Od) la résultante des vecteurs (Oa), (a6), (hc), 
(cd). Sans qu'elle soit modifiée on peut remplacer les vecteurs (ôc) et 
(cd) par leur résultante (bd) (15) et celle-ci à son tour (16) par les vec- 
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teurs (bdi), {d^d) respectivement équipollents aux vecteurs [cd) et (6c) 
ce qui revient à permuter dans la recherche de la résultante les deux 
derniers vecteurs composants. 

18. TnéoRàiiB. — La résultante de plusieurs vecteurs est toujours 
la même quel que soit Vordre dans lequel on les compose. 

En effet, d*après le théorème précédent, la résultante des vecteurs 
donnés ne change pas si Ton permute successivement un même vecteur 
avec tous ceux qui le précèdent ou le suivent. En opérant ainsi on peut 
lui assigner un rang déterminé à Favance, ce qui démontre le théorème. 

19. Théorèiib. — Si Von amplifie plusieurs vecteurs dans un même 
rapport leur résultante est atnplifiée dans ce rriém^ rapport. 

Soit, en effet, (OD) la résultante des vecteurs (OA), (AB), (BC), (CD), 
Par un point arbitraire A^ pris sur OA, menons une ligne brisée 
A|BiC,Dj dont les sommets Bj, Cj, Dj sont situés sur les rayons OB, 




Fig. 8 



OC, OD et dont les côtés sont respectivement parallèles à ceux de la 
ligne brisée ABCD. Nous pouvons alors regarder, d'après la géométrie, 
les vecteurs (OA,), (OB,), (OC,) qui ont pour résultante le vecteur(OD,) 
comme ayant été obtenus en amplifiant dans un même rapport les vec- 
teurs (OA), (AB), (BC), (CD) et leur résultante (OD). 
• 

20. Théorème. — La projection sur un axe de la résultante de plu- 
sieurs vecteurs est la résultante des vecteurs projections sur le même 
axe des vecteurs donnés. 

En effet, soient (OA), (AB). (BC), (CD), (DE) plusieurs vecteurs 
ayant (OE) pour résultante. 
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Par déGnition même on a : 

Proj. (OA) = (ofl), Proj. (AB) = ah, Proj. (CD) = [cd), 
Proj. (DE) = {de\ Proj. (OE) = {oe). 

Par suite : 

{pé) = {pa) H- {ah) -+- (6c) -h {cd) -f- {de). 




o c r Œ- 
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21. Théorème. — La valeur algébrique de la résullanie de pluneurs 
secteurs parallèles est égale à la somme des valeurs algébriques des 
vecteurs composants, 

1® Les vecteurs composants sont au nombre de deux. Ce cas se sub- 
divise lui-même en deux : 

a) -^ Les vecteurs composants (AB) et (BC) sont de même sens. Leur 
résultante est le vecteur (AC). Nous voulons établir que : 



AC = AB -h BC. 



-4 S. 



»c s 



Fig. 10 



Pour que deux nombres algébriques soient égaux il faut qu'ils aient 
même valeur absolue et même signe. La valeur absolue de AC est AC 
(fig. 10). La valeur absolue d'une somme de deux nombres algébriques 
AB et AC de même signe est AB + BC et la géométrie montre que : 



AC = AB -h BC. 
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Les vecteurs (AB) et (BG) élanl de même sens, leur résultante (AC) a 
leur sens commun ; il en résulte que le signe de AU est lemênae qixe le 
signe de la somme ÂB -h BU qui est celui de l'un de ses termes. 

h) Les vecteurs composants sont de sens contraires, — Comme la 
résultante est indépendante de Tordre dans lequel on compose les vec- 
teurs, on peut toujours supposer qu'on a pris en premier le vecteur 
dont la valeur absolue est la plus grande. Il en résulte (fig. 10) que le 
vecteur (AC) a le même sens que le vecteur (AB); leurs valeurs algé- 
briques ont donc le même signe. Or, d'après la définition même de 
l'addition des nombres algébriques : 

valeur absolue (AB -^ BC) = AB — BC, 
D'autre part : 



valeur absolue AU = AC, 

et sur la figure on lit : 

AC = AB — BG. 

Le signe de la somme AB + BG est celui de AB ou de AC 
Par suite on a encore : 



AG = AB4-BG. 

2^ Le nombre des vecteurs est quelconque. — Soient Xj, X^, X3... 
X„_p X„, les valeurs algébriques de n vecteurs parallèles, X celle de 

leur résultante ; il faut établir que : 

> 

A. =^ Aj -+- Aj -\- Aj ... -+- A^i^i H" Aji« 

Le théorème étant vrai dans le cas de deux vecteurs, supposons qu*îl 
est vrai pour les [n — 1) premiers et montrons qu'il est vrai pour h 
vecteurs. Si donc Y est la valeur algébrique de leur résultante, nou» 
pouvons écrire ; 

1 =^^ Aj ■+- Aj — H ... — H An — 1» 

Mais alors nous pouvons regarder X comme la valeur algébrique de 
la résultante des deux vecteurs dont les valeurs algébriques sont Y et 
Xn ; par suite, d'après le cas envisagé précédemment : 

X = Y + X„ 

ou en remplaçant Y par sa valeur : 

A = Aj -+- A2 "+" A3 -j- •.. -\- A;i — j H- A||. 
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' 22. Application. — Trouver les projections X, Y, Z, sur Iroîs 
axes Ckr, Oy, 0^, d'un vecteur (AB) défini par les coordonnées ^,, y^, ;rj, 
^«» ^î» ^2» do s<>n origine et de son exirémîté. 

La projection du vecteur (AB) sur Ox est un vecteur (ab) dont la 
valeur algébrique est X; composé avec le vecteur (Oa) dont la valeur 
algébrique est x, il donne comme résultante le vecteur (06) dont la. 
valeur algébrique est x^. Par suite, d'après le théorème précédent : 



07^ = a?! -h X. 



On en déduit : 



X = X^ — X^ 



et par analogie : 



Y = ,Vi — y 



1 
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23. Expression analytique de la résultante de plusieurs vecteurs. 

— Soient (Vj, (V^) (V„) les vecteurs donnés dont on cherche la 

résultante. D'une manière générale nous désignerons par X,-, Y,, Zj les- 
projections du vecteur (V,) sur trois axes de coordonnées rectangulaires 
Ox, Oy, 0^ et par X, Y, Z celles de leur résultante. 

£n appliquant successivement aux axes Oo;, Oy, O^r le théorème (21)< 
il vient : 

X = Xi H- X, -i- X, -h -h X„ = SXi. 

Y = Y, -h Y, -h Y3 -h ■+• Y„ = SYf. 

Z == Zt -4- Za -h Z3 H- -h Z„ = 2Z„. 
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On peul donner une autre expression de cette résultante en fonction 
de la valeur algébrique X^ d'un vecteur quelconque (Vt) et des cosinus 
des angles a^, pi, ^i 4^^ ^^i^ ^^ direction positive avec les axes Ox, Oy, 
Oz. 

Le théorème (9) donne : 

Xi == \ cos a,-. Yj = Xf cos pi, Zi = X, cos Yî- 



Par suite : 



X cos X 
X cos p 
X cos Y 



SXj cos Sj 
SX. cos pi 
SXi cos Yi» 



X désignant la valeur algébrique de la résultante, a, p, y les angles 
que fait sa direction positive avec les axes de coordonnées» 
Ces trois équations, auxquelles on adjoint la suivante : 

cos* o -f- cos* p -H cos* Y = ^ 

permettent de déterminer les quatre inconnues X, a, p, y- 
En les ajoutant, après les avoir élevées au carré, il vient : 

X* = SXj* -h 2 SAjXy cos (Xi, X^). 

On obtient également : 

sXf cos «i 



cos a = 



cos p = 



cos Y = 



SXi cos Pi 
SXi cos Yi 



24. Décomposition d*un vecteur en plusieurs autres de même 
origine. — Décomposer un vecteur en plusieurs autres revient à 

chercher des vecteurs qui 
admettent pour résultante le 
vecteur donné. Nous subdivi- 
serons cette recherche en plu- 
sieurs cas : 

a) Décom}wsilion d'un vec- 
teur (OA) suivant deux direc- 
lions Oz, Oy situées avec lui 
dans un même plan. — A cet 




Fig. 12 



effet, construisons le parallélogramme OaAb ayaot OA pour Tune de ses 
diagonales et Oxy Otj pour directions de ses côtés. Les deux vecteurs 
(Ofl), (06) seront les vecteurs cherchés. 



NOTIONS SUR LES VECTEURS 
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Rbmarqub. — Deux vecteurs égaux et de sens contraires peuvent être 
regardés comme ayant pour composantes des vecteurs égaux et de sens 
contraires. 

b) Décomposition cTun vecteur suivant trois directions Oo?, Oy, Oz 
formant un trièdre. — Considérons 
la droite Ot d'intersection du plan 
xoy avec le plan ;zrOA.et dans ce 
dernier, d'après la règle précédenie, 
déterminons les vecteurs (Oc), Qd) 
qui ont pour résultante (OA) ; dans 
le plan xoy déterminons de même 
les vecteurs (Oa), {Oh) qui ont pour 
résultante {Od\ Les trois vecteurs 
(Oa), (06), (Oc) ainsi déterminés ont 
pour résultante le vecteur donné; ce 
sont les arêtes d'un parallélipipède qui admet (OA) pour Tune de ses 
diagonales. 

c) Déconiposiiion d^un vecteur (OA) suivant quatre directions Ox, 
Oy, Oz, Ot formant un angle polyèdre. — Par le point A, extrémité 
du vecteur donné, menons une parallèle AB à Oz, par exemple ; puis. 




Fig. 13 




Fig. 14 



par un point quelconque D pris sur Ox, menons une parallèle à Oy. 
D'après la géométrie, nous savons qu'il existe une droite BC de direc- 
tion Ot qui s'appuie à la fois sur les droites AB et CD. Les vecteurs 
(OD), (DC), (CB), (BA) ont pour résultante (OA); ceux (OD), (Op), 
(Oy), (Oo) qui leur sont équipollents sont les vecteurs cherchés. 
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Remarqua. — Dans ce tracé, le point D est arbitraire sur la direc- 
tion Ox; il en résulte que le problème a une infinité de solutions. 

25. Différence géométrique de deux vecteurs. — La dîiTérence géo- 
métrique de deux vecteurs (AB) et (ÂC) est un vecteur (AE) somme 
géométrique du premier vecteur et d'un vecteur (AD) égal et de eeas 
contraire au second. £n particulier, s'ils sont perpendic Pilaires et pro- 
portionnels aux deux côtés d'un triangle qui aboutissent au point A, 
leur difTérence géométrique est perpendiculaire et proportionnel k »u 
■Iroisième côlé. 



Fig. 15 

26. Différence géométrique de deux sommes de vecteurs. — Soient 
•S, et S^ les deux sommes données, (AB) la résultante de la première, 
(AC) celle de la seconde. Le vecteur (AE), différence géométrique des 
deux vecteurs (AB), (AC) sera la différence géométrique des deux 
sommes données. 

Il résulte de cette définition et de la remarque (24) que s'il y a dans 
les deux sommes des vecteurs équipoUents, on peut les supprimer 
«ans changer leur différence géométrique. 
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27. Définition du mouvement. — On dil qu'un point est en mouve- 
ment jpar rapport à un système, lorsque ses distances aux différents 
points du système, auxquels on donne le nom de repères, varient avec 
le temps. Dans le cas contraire, il est dit au repos, par rapport au sys* 
tème. 

Il résulte de cette déGnilion qu*iin point peut être à la fois au repos 
par rapport à un système et en mouvement par rapport à un autre^ 
Ainsi, par exemple, une personne immobile sur l'une des plates-formes 
du trottoir roulant de l'exposition est au repos par rapport à cette plate- 
forme et en mouvement par rapport à la terre. De même, une personne 
immobile sur le pont d*un bateau qui descend le cours d'une rivière est 
au repos par rapport au bateau qui constitue un premier système de 
comparaison, et en mouvement par rapport à la terre qui en constitue 
un second. 

28. Mesure du temps. - La notion de mouvement fait donc appel à 
ia fois à deux éléments : longueur et temps. 

La géométrie nous apprend à mesurer une longueur. Pour mewirer 
un temps, on opère d'une façon analogue. On suppose un phénomène 
«e reprodoisant toujours de la même manière, par exemple, le passage 
d'une même étoile au méridien d*un même lieu, et Ton convient de 
f»rendre pour unité de temps celui qui s'écoule entre 'deux passages 
consécutifs de Tétoile au méridien du lieu. La durée d*un phénomène 
comprenant n passages de l'étoile au méridien sera représentée par le 
nombre n ; si, au contraire, il faut répéter n fois ce phénomène pour 

obtenir deux passages consécutifs de l'étoile au méridien, sa durée sera 

{ 

représentée par le nombre - • 
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29. Système G. G. S. — Pour mesurer certaines quantités, on les 
compare à d'aulres de même nalure auxquelles on donne le nom- 
d'unités. 

Dans le système C. G. S les unités fondamentales sont au nombre de 
trois : 

1° L'unité de longueur est le centimètre ; 

2^ L'unité de temps est la seconde sexagésimale de temps moyen, 
c'est-à-dire ^^g^r^ partie du jour solaire moyen ; 

3*^ L'unité de masse est celle du gramme. 

Ces unités fondamentales sont parfois, comme 'dans le système mé- 
trique, amplifiées ou amoindries dans des proportions connues. Elles 
donnent ainsi naissance à des unités dérivées qui. avec les premières, 
constituent un système d'unités adopté en 1881 par le Congrès interna* 
tional d'électricité. 

Ces unités dérivées, que nous laisserons de côté, font appel à des no- 
tions de mécanique inconnues des élèves auxquels s'adresse ce cours. 

30. Mécanique. Ses subdivisions. — Toute cause capable de produire 
ou de modifier un mouvement est une force. 

La mécanique est l'élude du mouvement des corps. Elle se divise en 
trois parties : 

1^ La cinématique qui traite des déplacements des corps indépen- 
damment des forces qui les produisent. C'est en quelque sorte une nou- 
velle géométrie dans laquelle intervient le temps et qui comprend deux 
parties : la cinématique théorique et la cinématique appliquée ; 

2'* La statique qui traite de l'équilibre des corps ; 

3" La dynamique qui étudie le mouvement des corps en tenant compte 
des forces qui les produisent. 

31. Point matériel, trajectoire. — On appelle point matériel ou mo- 
bile, un point géométrique où, par la pensée, on suppose concentrée 
une certaine quantité de matière, de telle façon qu'il obéisse aux lois de 
la nature. 

Plusieurs points matériels, dont les distances demeurent constantes 
lorsque le temps varie, constituent un système invariable. Son mouve- 
ment est complètement déterminé dès que l'on connaît ceux des points 
matériels dont il est formé. H est donc naturel de subdiviser la cinéma- 
tique théorique en deux parties : cinématique du point matériel et ciné- 
matique des systèmes invariables. 

On appelle trajectoire d*un mobile, le lieu des positions successives 
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qu'il occupe dans l'espace ; si elle est droîle, le mouvement du mobile 
est rectiligne ; dans le cas contraire, il est curviligne. 

32. Equation des espaces. — L'élude du mouvement d'un point 
•matériel comporte la recherche de la trajectoire qu'il décrit et la posi- 
tion qu'il y occupe à une époque déterminée. 

Pour déQnrr cette dernière, on oriente la trajectoire sur laquelle on 
prend un point arbitraire auquel on donne le nom d'origine des arcs. 
La position M d'un mobile à une époque t est 
•déterminée par la valeur algébrique s du vec- 
teur curviligne (OM). A toute valeur de t 
correspond donc une valeur de s ; il en résulte 
que ces deux variables sont liées l'une à l'autre 
par une relation à laquelle on donne le nom 
d'équation des espaces. Pour la déterminer 
dans le cas le plus général, nous suppose- 
rons qu'à l'époque zéro, le mobile occupe sur la trajectoire une posi- 
tion Mq telle que DM^ = s^. 

La théorie des vecteurs rectilignes appliquée aux vecteurs curvilignes 
donne : 

DM = DMo -4- 5p[, 
y>u : 




s = «n -h M «M. 



Or, MqM représente la valeur algébrique de l'espace parcouru par le 
mobile pendant le temps t ; c'est donc une certaine fonction f{t) du 
tennps qui dépend de la nature du mouvement. En sorte que l'équation 
précédente peut s'écrire : 

33. Mouvements direct et rétrograde. — Tout mobile qui parcourt 
-sa trajectoire dans le sens des arcs positifs a un mouvement direct ; 
dans le cas contraire il a un mouvement rétrograde. Algébriquement, 
on fait la distinction entre les deux mouvements, en observant que les 
■valeurs de s croissent dans le premier et décroissent dans le second 
-quand le temps crott. 



Bourguignon — Cours de cinématique 
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MOUVEMENT UNIFORME 

^ 34. Déftaition. — Tout mouvement pour lequel les espaces parcourus 
pendant des temps égaux sont égaux quelque petits que soient les 
temps, est dit uniforme. 

35. Equation des espaces. — En conservant les notations employées 
(33), la recherche de l'équation des espaces revient à expliciter la fonc- 
tion f{t). Désignons pour cela par a l'espace parcouru par le mobile 
pendant Tunité de temps et appliquons la définition même du mouve- 
ment ; il vient : 



/ MqM = a X t 
si le mouvement du mobile est direct et 



MçM = — a X t 

si le mouvement du mobile est rétrograde. 
En sorte que les équations cherchées sont : 

s = Sq ± at. 

On peut toutefois les comprendre dans une même équation en conve- 
nant de regarder a comme un nombre algébrique, positif dans le cas 
du mouvement direct, négatif dans le cas du mouvement rétrograde.. 
Avec cette convention la formule générale cherchée est : 

s = «0 H- at. 



36* Définition de la vitesse. — La relation générale M^M = at 
donne : 



a = ^ 



Dans un mouvement uniforme, le quotient de Tespace parcouru par 
le temps employé à le parcourir est donc un nombre constant auquel 
on donne le nom de vitesse du mouvement. 

On peut encore dire que la vitesse dans un mouvement uniforme 
s'exprime par le nombre qui mesure Tespace parcouru par le mobile 
pendant l'unité de temps. 

D'après les conventions faites précédemment, nous sommes tout na- 
turellement conduits à regarder comme positive ou. négative la vitesse 
d'un mobile animé d'un mouvement direct ou rétrograde. 
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37. Courbes représentatives de la loi du mouvement. Courbe des 
espaces. — On établît en géométrie qu'à toute équation 5 = o(0 corres- 
pond une courbe plane dont la nature dépend du degré de Téquation : 
c'est une droite si l'équation est linéaire en s et ty une conique si elle 
est du second degré. 

Dan« le cas qui nous occupe, la courbe représentative des espaces est 
donc une droite. Pour la construire, nous traçons deux axes rectangu- 
laires Olf Osj le premier appelé axe des temps, le second, axe des espaces 




Fig. 17 



et nous faisons choix de deux longueurs arbitraires a, p, représentant 
par convention, la première l'unité de temps, la seconde Tunilé de lon- 
gueur. Nous déterminons ensuite les coordonnées de deux points de la 
droite, ceux, par exemple, où elle coupe les axes de coordonnées. 



Elles sont : pour le premier t =: 9, 5 = ; pour le second t = 0, 



s 



V 



Pour ûxer les idées, nous supposerons s^ ^ 0. 

Premier cas, a > 0. — L'abscisse ^ du point A est négative ; il 



as. 



est donc à gauche du point à une distance géométrique OA = — ^ . L'or- 

donnée s^ du second point B de la droite est positive ; il est donc au- 
dessus de Taxe 0^ à une distance du point telle que OB = p^^. 

Dbuxi&mk cas, a << 0. — Le point B ne change pas ; mais le point 

s 
de rencontre de la droite avec Taxe des temps, dont Tabscisse est 

positive, se trouve en A| à droite du point 0. 
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Dans le premier cas les ordonnées de la droite AB vont en croissant 
avec le temps, ce qui devait être puisque le mouvement est direct ; dans 
le second cas les ordonnées de la droite BAj décroissent quand le temps 
crott puisque le mouvement est rétrograde. 

Courbe des vitesses. — Dans le mouvement direct la courbe repré- 
sentative des vitesses est une droite CD parallèle à l'axe des temps et 
telle que OC = ^a \ dans le cas du mouvement rétrograde c'est une 
droite CD' symétrique de ta première par rapport & 0^ 

38. AppLiGATioff. — L'équalion des espaces d'un mouvement est : 

Rechercher la nature du mouvement et construire les courbes repré- 
sentatîves correspondantes. 




Fig. 18 



L*équation donnée est linéaire en 5 et / ; le mouvement est donc uni- 
forme. Il est rétrograde car la valeur algébrique de la vitesse est 
— 2 mètres. A l'origine du temps, le mobile occupe sur sa trajectoire 
une position Hq telle que : 

OMo = 4 mètres. 

La droite AB des espaces est telle que : 

0A = 2a, 0B==:4p; 

celle CD des vitesses telle que : 

0C = -2p, 
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39. Paoblbmb. — CoDDaîssant la courbe des espaces d'un mouve- 
ment uniforme, étudier le mouvement ; rechercher à un instant la 
valeur numérique de la vitesse et construire la courbe représentative 
correspondante. 

Reportons-nous à la figure (17) et supposons que la droite AB soit la 
courbe des espaces du mouvement donné. Les ordonnées des différents 
points vont en croissant avec le temps, le mouvement est donc direct. 

La valeur numérique de la vitesse est ]^ar définition le nombre 

s Sn 



Pour l'exprimer au moyen du graphique il faut évaluer s — Soeit, 
Considérons à cet efFet le point M qui correspond à la valeur t du temps 
ses coordonnées sont : 



Ont = OL X t, mU = p X 5 



Par suite : 



mM — OB = ps — p^o 



ou : 



PM_ 

p — « — ^c 



D*autre part 



— — f • 



En divisant membre à membre ces deux égalités il vient : 

s — 8^ a MP 

t ""p ^ w 

Or, le triangle rectangle MBP donne : 

MP 

^ = »g MBP. 

11 en résulte que la valeur numérique v de la vitesse a pour ex- 
pression : 



i? = ^tgMBP. 



Comme a et p sont des quantités constantes, on en conclut que la 
vitesse est proportionnelle, et cela dans tous les cas de figure, à la 
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tangente de V angle forme par la partie de la droite qui va dans le 
sens des s croissantes avec la partie de Vaxe des temps qui va dans le 
sens des t croissants ; cet angle est aigu dans le cas du mouvement 
direct, obtus dans le cas du mouvement rétrograde. 

Pour construire la courbe représentative des vitesses, et on le fait 
habituel lemeat sur le môme dessin, on suppose que Os est Taxe des 
vitesses. Le résultat auquel nous venons de parvenir montre que le 
produit : 



p X ^ % MBP = a X ig 



MBP 



représente sur le graphique la longueur de la vitesse. C'est, par suite, 
Tu n des côtés de Tangle droit RS d'un triangle rectangle don t Fautre 
côté à pour longueur a et dont l'hypoténuse coïncide avec la droite des 
espaces. 

En portant donc sur Os^la longueur OC égale à RS, la parallèle CD 
à Taxe des temps menée par le point C représentera la courbe des 
vitesses du mouvement donné. 



40. Application. — La courbe des espaces d'un mouvement est une 
droite AB telle que : 



0A=4 



OB == 4 p. 




Fig. 19 



Etudier le mouvement. 

Il est rétrograde. La valeur numérique de la vitesse est 

» = -*tgTBP = -îtgBÂC). , 
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Or, le triangle rectangle BAO donne : 

tgBÂD = M = Ë. 

° 4ac a 

Par suite : 

a B . 

? a 

Le mobile parcourt donc i mètre par seconde dans le sens des arcs 
négatifs en admettant que le mètre est Tunité de longueur adoptée. 

La droite CD est la courbe représentative des vitesses. Elle est telle 
que : 

ÛC = — p. 



MOUVEMENT VARIE 

41 . Dbfinition. — Tout mouvement qui n'est pas uniforme est dit 
varié. La vitesse dans un tel mouw^ment n^esl donc pas constante; elle 
est par suite liée au temps par une relation à laquelle on donne le nom 
d'équation des vitesses. 

Si la valeur absolue de la vitesse croît avec le temps, le mouvement 
varié est dit accéléré ; dans le cas contraire, il est dit retardé. 

42. Vitesse moyemie pendant un temps donné. — Proposons-nous de 
déQnir dans un mouvement varié la vitesse moyenne du mobile pen- 
dant un temps A^ qui suit le temps ^. Considérons, à 
cet effet, sur la trajectoire les positions M et M' du 
mobile aux époques ^ et ^ + A^ ; elles sont définies par 




Fig. 20 



OM = s, OM' = 5 ^- A^. 

L'arc MM', dont la valeur algébrique est A^, représente 

le chemin parcouru par le mobile pendant le temps A^ 

A* 
el le quotient -- s appelle vitesse moyenne du mobile 

pendant le temps A^. 

La définition de la vitesse dans le mouvement uniforme (34) con- 
duit à envisager la vitesse moyenne d'un mobile, entre deux positions 
M et H' données, comme celle d'un mobile fictif qui devrait parcourir 
d'un mouvement uniforme Tespace MM', dans le même temps que le 
mobile vrai. Cette vitesse moyenne est donc positive dans le cas du 
mouvement direct, négative dans le cas du mouvement rétrograde. 
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43. Application. — Un train parcourt 6 kilomètres en 5 minutes^ 
trouver sa vitesse moyenne pendant ce temps. 

Les unités de longueur et de temps adoptées étant, par exemple, le 
mètre et la seconde, la vitesse moyenne cherchée sera : 

^ = 20 mètres. 



44. — Vitesse & un instant t. — En conservant les notations précé- 



dentés, si nous faisons tendre A^ vers zéro, le quotient -r-i aura une lî- 



/7© 

mile -Tz qui n'est aulre que la dérivée de* prise par rapport à t ; elle- 

représentera la vitesse du mobile pendant le temps zéro qui suit le 
temps tf c'est-à-dire sa vitesse à Tinslant t. 

45. Application. — Dans un mouvement varié l'équation des espace» 
est : 

5 = 2 -h 3* -H 5/«. 



Trouver la vitesse du mobile au bout de deux secondes. 

ds 
di 



ds 
La vitesse v à l'instant t a pour expression -^-, ou, d'après les règles. 



établies en algèbre : 

v = 3-h 10/. 

Or, t = 2; par suite : 

t?=3-4-10x2 = 23 mètres 

l'unité de longueur adoptée étant le mètre. 

46. Caractère analytique permettant de distinguer un mouve- 
ment varié accéléré d'un mouvement varié retardé. — Théorèmb. — 
V et v' représentant à une même époque la vitesse d*un mobile et sa 
déinvée prise par rapport au temps, si le produit vv^ est positif /e- 
mouvement du mobile est accéléré ; dans le cas contraire il est retardée 

1* Lé mouvement du mobile est direct ; la vitesse v est alors posi- 
tive. 

Ou bien il est accéléré et par définition même l'accroissement do de 
la vitesse pendant le temps infiniment petit dt est positif; par suite : 
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Les deux quantités v et v' étant toutes deux positives, il en est de même 
de leur produit vv'. 

Ou bien il est retardé, dv est alors négatif et il en est de même du 
quotient 

dv , 

Les deux quantités v et v' étant de signes contraires^ leur produit vv 
est négatif. 

2^ Le mouvement du mobile est ré(rograde ; la vitesse v est alors né- 
gative. 

Ou bien il est accéléré, dv est alors négatif et il en est de même du 

dv 
quotient -rr ; le produit ri/ est alors positif. 

Ou bien il est relardé, dv est alors positif et le produit vv' est né- 
gatif. 

47. Application. — Recbercher la nature du mouvement qui cor- 
respond à l'équation des vitesses v = Vq -^ jt où v^ eij désignent des 
quantités constantes. 

La théorie des dérivés donne : 



v' 



Par suite : 

Ce produit s'annule pour t = ?; avant cette époque il est négatif 

et le mouvement du mobile est retardé, après il est positif et son mou* 
vement est accéléré. 

48. Application. — Etudier le mouvement qui correspond à l'équa- 
tion des espaces : 

8 = 2t^ — m^ -+- 48/ -+- 6. 

L*équation donnée n'étant pas linéaire en s et t, le mouvement du 
mobile est varié. 

Les expressions de v et de v' sont : 

V = 6/» — 36/ H- 48 = 6(/ — 2) (/ — 4) 
t/ = 12/ — 36 = 12 (/ — 3). 
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Leurs signes sodI indiqués par le tableau suivant 



t 


00 




i 


• « 


3 4 +00 


V 


■ 


+ 






— 


+ 


v' 


— 




+ 


4- 


vv' 




— 


==t 


+ 




+ 



11 en résulte que jusqu'à l'époque deux secondes le mouvement du 
mobile est retardé, rétrograde accéléré ensuite jusqu'à la troisième se- 
conde, puis rétrograde relardé jusqu'à la quatrième seconde et enfin 
-direct accéléré. 



49. Application. — Recbercber la nature du mouvement qui corres- 
pond à l'équation des espaces : 

s = Zt^ — 28<» -f- 96^« — i44< -+- 7. 

Comme précédemment ce mouvement est varié. Les expressions de 
V et v' sont : 

t? = 12i' — 84<» -h 192« — 144 = i%t — 2)« [t — 3) 

v' = 36(< - 2) (^ - \), 



Leurs signes sont indiqués par le tableau suivant : 


.il 


t 

V 

v' 
vr' 


— 00 2 1 3 4-00 


— 


— 


— 


+ 


+ 


— 


+ 


+ 


— 


+ 





+ 



Le mouvement du mobile est donc rétrograde retardé jusqu'à l'époque 
deux secondes, rétrograde accéléré jusqu'à Tépoque », rétrograde re- 
tardé jusqu'à la troisième seconde et enûn direct accéléré. 



ÉTUDE DES MOUVEMENTS 



27 



50. Problèmb. — Lire sur la courbe des espaces d'un mouvement 
varié : V la valeur de la vitesse moyenne du mobile pendant un temps 
At qui suit le temps ^ ; 2** la valeur numérique de la vitesse à l'instant ty 
et construire le segment de droite qui la représente. 




Fig. 21 



1^ Aux positions M et M' du mobile sur sa trajectoire, relatives aux 
-époques ^ et ^ + A^ et définies par les valeurs OM = s^ ÔS = j + A^, 
correspondent les points M^ et hl\ de la courbe des espaces. Leurs coor- 
données sont : 

Om\ = a(f -h M), m\M\ = p(s + A*). 

La vitesse moyenne du mobile pendant le temps A^ qui suit le temps 

^ s'exprime par le quotient ^ (42). Nous sommes donc conduits pour 

dévaluer à rechercher les valeurs de A^ et de A^ 
Des égalités précédentes, nous déduisons : 



«t 



a. A< = Oni\ — Ow, = m^m\. 



Par suite : 



\s = 






^t = ^^t 



En divisant membre à membre ces deux égalités, il vient 

As a OM/ 



M p 



7n^m^ 
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Or, le triangle rectangle M/MjQ donne : 

2^A = tçu;^,p. 



fn^tn^ 



Par conséquent : 



^*=|«^M.'M.P. 



2® Pour trouver l'expression de la vitesse à l'instant t, faisons tendre 
^i vers zéro ; le point M/ tend vers le point M, et à la limite la droite 
MjM/ devient la tangente TM^ à la courbe des espaces. 11 en résulte 
alors que : 

limite M7m;P==TM^- 
Par suite : 

Comme a et p sont des quantités constantes, la vitesse à Vinstant t est 
donc proporlionnelle à la tangente de VangU que fait la tangente à 
la courbe des espaces menée dans le sens des ordonnées croissantes 
au point correspondant à f époque considérée avec la parallèle à taxe 
des temps menée dans le sens des t croissants; le coefficient de propor- 

tionnaliié est ^. 

Dans le cas particulier où les deux longueurs choisies comme unités 
de temps et de longueur sont égales, la vitesse devient égale à la tan- 
gente de Tangle que nous venons de définir. 

Pour passer de la valeur numérique de la vitesse au segment de 
droite qui la représente, il suffit de multiplier par ^ son expression ; 
elle devient alors : 

Elle représente le côté de Vangle droit TP d'un triangle rectangle 
TM,P dont Vautre côté, mené dans le sens des t croissants^ a pour 
grandeur a et dont Vhypothénuse coïncide avec la tangente en M, à la 
courbe des espaces. 

Inversement, si nous connaissions à un instant la longueur du seg- 
ment de droite qui représente la vitesse^ la tangente à la courbe des es- 
paces au point M^ correspondant serait Thypoténuse M^T du triangle 
rectangle M^TP dont les côtés seraient respectivement parallèles à 0/ et 
Os et auraient pour longueurs a et le segment dont nous venons de 
parler. 
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Les résultats auxquels nous venons de parvenir sont généraux. Pour 
rétablir considérons une seconde forme de courbe et conservons les no- 
tations précédentes, nous obtiendrons : 



As = -^-^^J- 






M 



tti^tn^^ 



Par conséquent : 




o "H 



»wt 



Fig. 22 



As 



= -|/i7M/AI,P 



«t comme précédemment : 



• 

Dans les deux cas les segments de droite qui représentent les vitesses 
8'obliennent de la même façon. Toutefois le premier, qui correspond à 
un mouvement direct, est au-dessus de la droite M^P; le second, qui 
correspond à un mouvement rétrograde, est au-dessous de cette même 
droite. Nous sommes donc conduits à faire la convention suivante : A 
fout segmeùt de droite TP, représentant la vitesse à un instant, corres- 
pond une vitesse positive ou négative suivant que ce segment est au- 
dessus ou au-dessous de la droite MjP. 



51. ftemarques sur la courbe des espaces. — Sur une courbe des 
espaces, qui correspond à un mouvement varié, on peut faire quelques 
remarques importantes : 

1* Puisque le mouvement n'est pas uniforme cette courbe ne sera pas 
une droite ; 
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2° Elle ne pourra être coupée qu'en un seul point par une parallèle à 
Taxe des s. En effet, si elle Tétait en deux M' et M'^, Il en résulleraît 

qu'à l'époque le mobile occuperait sur sa trajectoire deux position» 

différentes M et M^ telles que : 






ce qui est impossible. 




Fig. 23 

3** Elle ne pourra présenter de points anguleux car alors il existerait 
en un tel point A deux tangentes distinctes AT et ATj. Le mobile à 

l'époque — posséderait donc deux vitesses, ce qui est encore impos- 
sible. 

4° Elle ne pourra avoir de tangentes parallèles à l'axe de s, car 
l'angle formé par l'une d'elles avec l'axe des temps serait droit et la vi- 
tesse du mobile correspondante serait infinie, bypotbèse inadmissible. 

52. Application. — Connaissant la courbe des espaces d'un mouve— 
ment varié, étudier le mouvement, rechercher les variations de la vi> 
tesse et construire la courbe des vitesses. 

La courbe des espaces que nous avons tracée, satisfait aux conditions 
précédentes et aux suivantes : aux points A, C, E, les tangentes sont 
parallèles à l'axe des temps et les points B et D sont d'inflexion. 

De l'époque — à l'époque — , les valeurs de 5, proporlionnelles aux 
différentes ordonnées, vont en croissant; il en résulte que le mouve- 
ment du mobile est direct. De l'époque — à l'époque — les valeurs de ^ 
vont en décroissant, le mouvement du mobile est par suite rétrograde. 
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Pour reconnaître s'il est accéléré ou retardé, menons en différent» 
points de la courbe donnée des parallèles à Taxe des temps et des tan- 
gentes à cette courbe, dans le sens des ordonnées croissantes de Âen C, 
dans le sens des ordonnées décroissantes de G en £ ; les valeurs abso- 
lues de la vitesse du mobile sont proportionnelles aux tangentes des 

angles que nous formons ainsi. De l'époque -— à Tépoque — ces angles 

croissent; le mouvement du mobile est donc direct accéléré. Il est au 

contraire direct retardé de Tépoque — à l'époque—. Puis il devient 

rétrograde accéléré jusqu'à l'époque — et enfin rétrograde retardé. 




Fig. 24 

Pour construire la courbe des vitesses relative au mouvement du mo- 
bile, cherchons à déterminer un quelconque de ses points, celui, par 
exemple, qui correspond à l'époque f. Sur le dessin nous marquons le 
point M dont l'abscisse Om =■ at et nous construisons en ce point le 
triangle rectangle TMR qui est tel que le côté MR = a ; le côté RT me- 
sure la vitesse et elle est positive d'après nos conventions. Nous portons 
donc cette longueur de m en M' au-dessus de l'axe des temps et le 
point M' ainsi déterminé appartient à la courbe des vitesses. En répétant 
cette construction un certain nombre de fois, nous obtiendrons diffé- 
rents points de la courbe cherchée et cetle courbe elle-même en les joi- 
gnant par un trait continu. Elle jouit des propriétés suivantes : 

i* Les points a, c, e, qui correspondent aux points Â, C, E de la 
courbe des espaces où les tangentes sont parallèles à Taxe des temps, 
sont situés sur cet axe lui-même. 

2^ Les tangentes aux points B' et D' qui correspondent aux points 
d'inflexion B et D de la courbe des espaces sont parallèles à l'axe des 
temps. 
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53. Problème. — Dans un mouvement varié, on connaît l'équation 
des vitesses ; trouver celle des espaces sachant qu'au temps zéro le mo- 
bile est sur sa trajectoire au point Mo tel que OMq = Sq» 

Le mouvement du mobile étant varié, la vitesse est une fonction du 
leraps ; elle est connue d'après Tune des hypothèses de l'énoncé. On 
peut donc poser : 

v = f{t). 

Chercher l'équaiion des espaces, c'est trouver une relation entre s et 
t. Nous devons donc introduire la variable s dans Téquation précédente 
et cela en nous appuyant sur la définition même de la vitesse. Elle 
devient alors : 



»=«')• 



On en déduit : 



=/«" 



dt + C^. 



Si la fonction f{t) était connue, l'intégrale l f{t)dt effectuée con- 
duirait à une fonction f^{t) et l'on pourrait écrire : 

« = A(0 -*- c»v 

La seconde hypothèse de l'énoncé donne : 

«0 = fi{o) -H C««. 
Par suite, l'équation cherchée est : 

5 = «0 - f,(o) -h f,{ty 

54. Application. — Faisons une application du problème précédent 
^u cas où : 

Vq et j représentant des constantes. 



Alors : 



,(0 = /"(», 



/".(O =/(».-*- ^"0 dt 



Pour effectuer cette intégrale, nous nous appuierons sur les principes 
suivants : 
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fo L'intégrale d'une somme de fonctions /i, /g, f^, , f^, est égale 

à la somme des fonctions. Autrement dît : 

J"[A(0-*-A(0^-^(Oh- ^UC)\dt=. CfMdt^ -h Cut)dt. 

2"* Lorsque la fonction sous le signe l est le produit d'une fonction 
f(t) par une constante a, on peut faire sortir la constante du signe l 



et écrire : 



^m + 1 



jaf{i)dt=a I f{t)dt, 

3* L'intégrale j f^dl est égaie, à une constante près, à ^. 

En appliquant successivement à Tinlégrale précédente ces trois prin 
cîpes, il vient : 

M = \^\dt + Cjldt = v^ Cdi -^ j Çtdt 
Il en résulte que 

A(0) = 

et l'équation cherchée peut s*écrire : 

s = «0 -+- ^0^ "^- ^* -^ • 



55. Problème. — On donne la courbe des vitesses d'un mouvement 
varié, trouver : 1^ la nature du mouvement; 2° l'espace parcouru par le 
mobile entre deux époques ^i et /^. i^ Construire la courbe des espaces. 

Ce problème est l'interprétation géométrique du précédent. 

Supposons que la courbe des vitesses, rapportée à deux axes rectan- 
gulaires 0/, Or, ait la f«rme indiquée par la Ogure; ses tangentes aux 
points A, C, E, sont parallèles à l'axe des temps. 

De l'époque — à l'époque — , la vitesse du mobile est négative; son 

mouvement est donc rétrograde et comme les valeurs absolues des 
ordonnées vont en décroissant quand le temps augmente, il est rétro- 
grade retardé. 

fiouROUiONON — Cours de cinématique 3 
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Entre l époque — etrépoque — , sa vitesse est positive et croit ; son 
mouvement est donc direct accéléré. Entre l'époque — et Tépoque -— 

et » 

sa vitesse est positive et décrott; son mouvement est donc direct retardé. 
Après quoi sa vitesse devient négative et croît en valeur absolue; son 
mouvement est donc rétrograde accéléré. 




Fig. 25 



1® Calculons maintenani l'espace ds parcouru par le mobile pendant 
le temps di qui suit le temps i. Représentons à Tinstant ^ par Mi la 
position du mobile sur sa irajectoire, position déterminée par la relation 
UM, = s et désignons par v sa vitesse. Par définition môme nous 



avons 



ds = V X dt. 



Il en résulte, qu' algébriquement, en multipliant le nombre qui repré- 
sente la vitesse du mobile à Vinstant t par le nombre qui exprime le 
temps dt, on obtient le nombre de inètres parcoui*us par le mobile 
pendant le temps considéré. Ce résultat est analogue à celui trouvé dans 
le cas du mouvement uniforme avec cette différence essentielle toutefois 
que dans ce dernier le temps n'est pas forcément infiniment petiL 

A l'époque i correspond un point M de la courbe des vitesses doni 
les coordonnées sont : 

Om = a X ^ , mM := P X r, 

et au temps dt, un segment mm' de Tajce des temps (el que : 

m7n' zizi oi X dl. 
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Par suite : 



v = i^, dt = '!!I^ 



«l 



ds = vdl = "^ 



P a 



Mm X mm' 



a X p • 

Or par hypothèse, dt est inenhnenl petit; les points m et m^ sont 
donc très rapprochés et le numérateur de la fraction précédente exprime 
I aire de la partie couverte de hachures. 

Le chemin parcouru par le mobile pendant le temps di qui suit le 
temps < est donc égal au quotient du nombre qui mesure l'aire m;«'M'M 
par le produit «p des nombres qui représentent les unités de temps et de 
loDgueur. *^ 

R.MARQU,. _ Si l'on prend pour unité d'aire le rectangle dont les 
dimeo««.nssont ael ?, le produit .? devient égal à l'unité. P.r ,uite 

ds = aire mw'M'M. 

. r/c''T''°"' ï^^"'' P"*^"'" ^" '« mobile entre les deuxépoques 
^et t^ Sur le graphique, aux temps t et t' correspondent des lonZu« 
Om, Om' ; elles sont telles que : ""»«*eure 

Om —. a(, Om' = at'. 

Ceci posé, divisons la longueur mm' en un certain nombre de parties 
correspondantes à des temps dt,, dt,, dt, L'espace parcouru par e 

mobile sera la somme ds, -h ds. -4- ds -i^ ^«^ u • 

, , , . ^i-r- us^-t- as^ -+- des chemins parcourus 

pendant les temps correspondants. »^"urus 

Si, par les points de division obtenus, on mène des parallèles à l'axe 
des vitesses et si l'on désigne par A A A inc o- 

j . , ^. ^ ^ r*^^ -^1' -^2J A3, ... les aires successives 

des rectangles obtenus, on a d'après ce qui précède : 

* afi 

«fi 
ds, = ^« 



Par suite : 
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en représentant par A l'aire couverte de hachures. Il en résulte que 
l'espace parcouru par le mobile entre deux époques t et f est le quo- 
tient du nombre qui mesure Taire comprise entre la courbe, l'axe des 
temps et les deux ordonnées qui correspondent aux époques données, 
par le produit ap. 




Fig. 26 



Remarque. — > Dans la démonstration précédente, nous avons supposé 
que les ordonnées correspondantes aux époques t et t* étaient positives. 
Il pourrait arriver qu'elles soient négatives. Dans ce cas alors la vitesse 
le serait également ; il en serait de môme du^ produit vdt et l'aire cor- 
respondante devrait être précédée du signe — . 

3* Equation et courbe des espaces. — Nous avons établi (32) que 
cette équation était : 



« = <^o ^- ^o^^l 




Fig. 27 



où MqM représente la valeur algébrique de l'espace parcouru par le 
mobile pendant le temps ty c'est-à-dire entre les deux époques zéro et t ; 
son expression est Taire A (lig. 27) couverte de hachures divisée par 
ap. L'équalion cherchée est donc : 

A 



5 = Sn -h 



af 
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En portant sur l'ordonné pP qui correspond à l'époque t la longueur 
Ps nous obtiendrons un point Pj de la courbe des espaces ; en répétant 
celte construction un certain nombre de fois et joignant par un trait 
continu les points obtenus nous déterminerons la courbe des espaces 
elle-même. 



56. Applicatiox. — Dans un mouvement varié Téqualion des vitesses 
est : 

Vq etj désignant des constantes; trouver l'équation des espaces en con- 
servant les hypothèses précédentes. 

Supposons pour fîxer les idées la constante J positive. L'équation 
donnée représente alors une droite AM. Les coordonnées de ses deux 
points A et M sont : 

^ « = 0, OA = pvo. 

Om = ai, nM = pu — ? (t7o -h iO- 




ï 



01/ t 



Fig. 28 



Il en résulte que l'aire désignée par A dans la théorie précédente n*est 
autre que celle du trapèze AOmM. Elle est donc égale à : 

«P {rot +'Ç). 



Li*équation cherchée est donc : 



Jt' 



s — S{) H- l'o' ~r* ~îy • 

ma 



MOUVEMENT UNIFORMEMENT VARIE 

57. DipiNiTiON. — On appelle mouvement uniformément varié celui 
pour lequel la vitesse croit ou décroît de quantités égales pendant des 
temps égaux quelque petits que soient ces temps. 
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58. Equations des vitesses et des espaces. — Soient v^ la vitesse du 
mobile au temps zéro, ^* la quantité constante dont croit ou décroît 
la vitesse pendant une seconde. A la fin de la première seconde, la vi- 
tesse du mobile sera par définition même : t^o + i« Pendant la denzième- 
seconde, la vitesse s'est accrue de j ; à la fin de la deuxième seconde 
elle a donc pour valeur : Vo + 2/. En raisonnant ainsi de proche en 
proche, nous obtenons finalement pour expression de la vitesse au 
temps t : . 

Les résultats obtenus (54) donnent pour équation des espaces : 

s = SQ-h VqI -f- 'L . (2> 

Remarque. — Les courbes correspondantes à ces deux équations sont^ 
comme on l'a démontré en algèbre, la première une droite, la seconde 
une parabole. 

59. Problème. — Dans un mouvement uniformément varié, trouver 
la relation qui existe à un même instant entre l'arc s et la vitesse v du 
mobile. 

L'équation (1) donne une relation entre ret ^; Téquation (2) une 
relation entre 5 et / ; si donc nous éliminons t entre les deux, nous 
obtiendrons la relation cherchée. De la première équation on dé- 
duit (») : 

J 
En substituant cette valeur dans la seconde, il vient : 



s 






ou : 

„» = r,«-(-2i(s-s„). (3> 

(0 Oq arrive au même résultat en procédant comme suit. Élevons au carré les 
deux membres de Téquation des vitesses il vient : 

Or, l'équation des espaces donne : 

Par suite : 

f2 -= r,2 ^ Zj (s - *o). 
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60. Formules relatives à la chute des corps. — On démonlre en 
méeaniqae que tout corps qui tombe en chute libre est animé d*un 
mouvement uniformément accéléré. La quantité constante dont s'ac- 
croit la vitesse pendant Tunîté de temps est représentée par la lettre^; 
sa valeur, variable avec le lieu considéré, est de O^.SOS à Paris, ce qui 
veut dire qu'un corps abandonné à lui-même à Paris acquiert au bout 
d'une seconde une vitesse de 9",808. 

Si sur la verticale trajectoire du mobile, nous prenons pour origine 
des segments le point de départ du mobile, la quantité Sq est nulle et 
comme la vitesse initiale Vq Test aussi, les formules relatives à la chute 
libre sont : 

V = gf, 

S —— *j. -^ 
— i\ » 

61. Formules relatives au cas d*un projectile lancé verticalement 
de bas en haut. — Sur la verticale, trajectoire du mobile, prenons 
pour origine des segments le point de départ du projectile et désignons 
par Tq sa vitesse initiale. Son mouvement est uniformément retardé ; 
la quantité y est donc négative et sa valeur absolue à Paris est g. Les 
formules cherchées sont donc : 



V 




^'o — . 


Çh 


s 




Vot — 


2 • 


v^ 




?7 S 


2gs, 



62. PaoBLÈMB. — Etudier le mouvement déQni par Téquation : 



4' 



construire les courbes des espaces et des vitesses. 
L'équation des vitesses est (44) : 



V = 9» 



Elle montre que la vitesse est négative pour toute valeur négative 
de / et décroît en valeur absolue quand / augmente ; qu'elle est au con- 
traire positive et va en croissant pour des valeurs croissantes et positives 
de L II en résulte que jusqu'à l'époque zéro le mouvement du mobile 
est uniformément varié rétrograde retardé ; il est ensuite direct accéléré. 
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a) Courbe des espaces. — La courbe des espaces est une parabole 
ayant pour axe i'axe des s et pour sommet l'origine des coordonnées. 
Pour la construire par points, donnons à / une valeur, 4 par exemple 
nous en déduisons 5 = 4 ; le point M^ dont les coordonnées sont : 

Om^ = 4a, w^M^ = 43 

appartient à la parabole. 

Pour en obtenir d'autres points, divisons les segments Om^ et m^M^ 
en quatre parties égales ; par les points de division m^^ m^, m, menons 

des parallèles à l'axe des s et joignons le 
point aux points P,, Pj» P3. Nous déter- 
minons ainsi, comme on l'établit en géo- 
métrie, des points Mj, M,, M3 qui appar- 
tiennent à la parabole. 

La tangente à cette courbe à l'origine 
des coordonnées est l'axe des temps. Nous 
pouvons le démontrer en nous appuyant 
sur la remarque faîte (50). Dans le cas 
actuel pour ^ = 0, v == ; le segment qui 
représente la vitesse est donc nul et le 
triangle rectangle qu'il faut construire se réduit à son hypoténuse qui 
est l'axe des temps ou la tangente cherchée. 

h) Courbe des vitesses, — La courbe des vitesses est une droite OM, ; 
elle passe par le point puisque pour f = 0, r = ; elle passe égale- 
ment par le point M^ puisque pour ^ = 2, on a : 

5=1 r = i. 
63. Problème. — Etudier le mouvement défini par l'équation : 




Fi6 29 



S=2t'^ 



4' 



construire les courbes des espaces et des vitesses. 
L'équation des vitesses est : 

v = 2^ ^ = ^{t +4).. 

Elle montre que jusqu'à l'époque — 4 secondes le mouvement du 
mobile est rétrograde retardé ; il est ensuite direct accéléré. 

a) Courbe des espaces, — Les coordonnées du sommet de la parabole 
;ayant pour équation : 

y =r- ax^ -^ bx -\- c 



sont : 
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h iac — h* 

'' = -Ta' y=- 
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4a 



Par suite, dans le cas actuel : 



2 



t=z— - — — 4 



s = —-* = - 4 

1 



Sî donc, sur Taxe 0^, de vers f', nous portons Os = 4a puis, sur 
l^ordonnée de ce point s une longueur ^S = 4^ au-dessous de Taxe des 
temps, nous obtiendrons en S le sommet cherché. 




glx l 



Fig. 30 

Le point M dont les coordonnées sont : 

Om = 4a, mM = 123 

Appartient à ia parabole. Pour en obtenir d'autres points, nous menons 
respectivement par les points S et M des parallèles aux axes 0/, Os et 
nous divisons ensuite en quatre parties égales les deux segments obte- 
nus Sm^ et m^M. Nous joignons au point S les points de division situés 
sur MnZj et nous prenons les points de rencontre M i, 0, M^ des droites 
•obtenues avec les parallèles à Taxe des s menées par les points de divi- 
sion situés sur Sm^. 

Tangente au point 0. — Pour déterminer la tangente au point 0, 
nous faisons ^ == dans l'équation des vitesses ; nous obtenons v = 2. 
Par conséquent, la tangente cherchée est l'hypoténuse du triangle rec- 
tangle OrR dont les côtés de l'angle droit sont : 

Or = a, rR = 2p. 
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b) Courbe des vitesses. — La courbe des vitesses est la droite ^A qui 
passe par les points « et A dont les coordonnées sont : 

Os = — 4a, OA = 



64. Problème. — Etudier le mouvement déGni par l'équation : 

construire les courbes des espaces et des vitesses. 
L*éq nation des vitesses est : 

Elle montre que le mouvement du mobile est direct retardé jusqu^à 
Pépoque 4 secondes, rétrograde accéléré ensuite. 

d) Courbe des espaces. — Pour obtenir le sommet de la parabole, 
courbe des espaces, on pourrait opérer comme précédemment. On peut 
aussi arriver au même résultat comme suit : au sommet de la parabole» 
la tangente est parallèle à l'axe des temps ; la vitesse à l'époque corres- 
pondante est donc nulle, par suite : / = 4. L'abscisse du sommet étant 4^ 
son ordonnée est : 

5 =: 2 X 4 - ^^^ = 4. 




Fig. 31 

Le point M dont les coordonnées sont : 

Om = — 4a, frM — — i2P 

est un point quelconque de la courbe, on en détermine d'autres M|, O, 
Mj, en opérant comme précédemment. 
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h) Courbe des vitesses, — La courbe des vitesses est une droite As qui 
passe par les points A et s dont les coordonnées sont : 

t = 0. OA = 2^ 
Os = 4a, î? = 0. 

66. Courbes des espaees relatives à des mouvements variés. — 
i* Mouvement direct accéléré, — La figure (32) correspond à un tel 
mouvement. Il est varié car la courbe n*est pas une droite ; direct accé- 
léré car les valeurs des ordonnées et les angles marqués vont en crois- 
sant avec le temps ; 





Fi«. 32 



Fjg. 33 



2** Mouvement direct retardé. — C'est le cas de la figure j(33). II est 
direct pour la même raison que précédemment, retardé car les angles 
marqués vont en décroissant quand le temps croit ; 

S** Mouvetnent rétrograde accéléi^é. — C est le cas de la figure (34). Il 
est rétrograde car les ordonnées déeroissent quand le temps crott ; accé- 
léré, car les angles marqués augmentent dans le même cas ; 



if^={>r, 




^ 




Fig. 34 



FifT. 35 



4® Mouvement rétrograde retardé. — C'est le cas de la figure (35). Il 
est rétrograde comme précédemment, retardé car les angles marqués 
décroissent quand le temps augmente. 
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APPLICATIONS DES FORMULES DU MOUVEMENT 

UNIFORMÉMENT VARIÉ 

66. Probl^^ub. — Un observateur laisse tomber une pierre au fond 
d'un puits ; il s'écoule quatre secondes avant le moment où le son lui 
parvient à Toreille, trouver la profondeur du puits, sachant que le son 
se propage d*un mouvement uniforme avec une vitesse de 340 mètres 
par seconde. 

1° Solution algébrique. — Soient x la profondeur cherchée, <, le 
temps mis par la pierre pour arriver au fond du puits, t^ le temps mis 
par le son pour arriver à l'oreille de l'observateur. Par hypothèse nous 
avons : 

4 = /i -+- t,. 

Si donc nous exprimons t^ et t^ en fonction de a?, nous aurons l'équa- 
tion du problème. 

A cet effet, remarquons que t^ représente le temps mis par un corps 
tombant en chute libre pour parcourir l'espace x ; par suite (60) : 

^ = ô gt]' 

De même, puisque t^ représente le temps mis par le son pour par- 
courir l'espace x d'un mouvement uniforme, on a : 

a? = 340 X ifâ- 
On déduit de ces deux équations : 

X 




'' "" V g* ^»~340' 
L^équation du problème est donc : 

Pour la résoudre, isolons le radical; nous obtenons 

œ 



4 

340 



Vf. <■) 

ou, en élevant les deux membres au carré : 



( 



340/ - g ' 
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équation qui, développée et ordonnée par rapport à œ^ peut s'écrire : 

x2 — 2a? U X 340 -i- — ) + 4« X 340= =0. 

Ses racines sont réel les , car on a : 

(4 X 340 + 3407^4= X 340= = ?*0.72 X kxm^m>o, 
\ U J 9 \ 9 1 

elles sont positives, car il en est de même de leur somme et de leur 
produit. Or, le problème posé ne comporte évidemment qu'une solu- 
tion ; nous sommes donc conduits à chercher la racine qui doit être 

rejetée. Pour cela reportons-nous à Téquation (i). i/ — qui représente 
le temps t^ est une quantité essentiellement positive; par suite ; 

ou : 

a? < 4 X 340. 

La racine que nous cherchons doit donc être plus petite que 4 x 340; 
ce nombre substitué dans le premier membre de l'équation non déve- 
loppée 



( 



* - m1- j = « 



donne un résultat — 2 x 4 X qui est négatif, c'est-à-dire désigne 

contraire au coefficient de x^. Il en résulte que ce nombre 4 x 340 est 
compris entre les racines et la plus petite seule est acceptable; elle est : 



X 



9 ^ 9 \ 9 I 



Solution graphique. — Sur la verticale, trajectoire de la pierre, 
prenons pour origine des espaces son point de départ et pour sens 
positif celui de la flèche f\ le mouvement de la pierre est alors direct 
uniformément accéléré ; celui du son uniforme rétrograde. 

L'équation des espaces du mouvement de la pierre est : 

5 = i> gi^. 
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La courbe correspondanle est donc une parabole que nous savons 
construire par points (62) ; elle a pour sommet le point et pour 
axe 05. Celle qui correspond au mouvement du son est une droite AC, 
Pour la construire nous remarquons qu'au bout de quatre secondes le 
son est arrivé au point de départ ; les coordonnées du point A sont 
donc : 

0A = 4a. 5 = 0, 




Fig. 36 



Au bout de trois secondes, il est, d'après la définition même de la 
vitesse dans le mouvement uniforme (36), à 340 mètres du point ; les 
coordonnées du point G sont donc : 



Oc = 3a, 



Ce -^ 340 p. 



La courbe des espaces du mouvement de la pierre et du son est repré- 
sentée par Tare OB de parabole et par le segment de droite BA. A 

l'époque — , correspondante au point B, le mouvement du son soecède 



a 



à celui de la pierre; Tordonnée B6, mesurée à l'échelle du dessin, 
représente donc la profondeur du puits. 

Remarque. — Le second point de rencontre de la droite AB avec la 
parabole correspondrait à la deuxième racine que nous avons rejetée. 

La courbe des espaces OBA présente en B un point anguleux. Ce tait 
n'est pas contradictoire avec les remarques faîtes (51) car dans ce cas 
nous n'avons pas étudié un mouvement continu mais l'ensemble de 
deux mouvements successifs : celui de la pierre et celui da son. 



67. Problème. — Etudier le mouvement d*un projectile lancé verti- 



calement de bas en haut avec une vitesse initiale i-^. 
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Solution aloébriovs. — a) Mouvement ascendant. — Prenons sur 
la verticale, trajecloire du mobile^ le point de départ comme origine 
des segments et comme sens positif celui de la flèche f. Le ^> 

mouvement ascendant du mobile est alors direct, uniformé- 
ment relardé; sa vitesse initiale étant v^, les formules corres- 
pondantes sont : 



s =Vç,t ^ \ 

mi 



v 



(1) 
(2) 
(3) 



^\ 



Fig. 37 



/' 



fiM 



b) Mouvement descendant. — A partir du point culminant 0' le 
projectile redescend ; si donc nous prenons ce point comme origine des 
segments et comme sens positif celui de la flèche f'y les équations du 
mouvement seront (60) : 

v' =^gt' (4) 

(S) 



s' 



Ut^' 



v'^=:2gs'. 



(6) 



c) Durée de la montée. — Chacune des équations précédentes ren- 
ferme deux variables ; si Ton se donne Tune, l'autre en résulte. Ainsi, 
par exemple, le mobile monte jusqu'au moment où sa vitesse s'annule ; 
sî donc, dans Téquation (i) on fait v = 0, on obtient pour le temps t 
de la montée : 

t=^. 
9 

xT) Hauteur à laquelle s'élève le projectile. — Pour s'élever le mobile 
met un temps -^; l'espace H qu'il aura parcouru s'obtiendra donc en 

if 

r 
remplaçant dans l'équation (2) / par -^. On obtient alors (*) : 

%f 



H = V^. 

^y 



(i) On pourrait encore raisonner comme suit : le projectile s'est élevé de H 
au moment où t? = ; si donc dans l'équation (3) on fait v=zO, s =H, il vient : 



ou 



ro2 = 2^H, 
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é) Expression de la vitesse du mobile qtuind il s'' est élevé de la quan- 
tité h. — Dans i'équatîon (3) donnons à 5 la valeur h, il vient : 

v^ =z Vq* — 2gh. 



f) Durée de la descente, — Quand le mobile a fini de descendre il a 

V ^ 
parcouru l'espace ^. Si donc dans l'équalion (5) nous remplaçons s' 

par cette valeur nous obtiendrons : 



fi s 4 
2g = 1 ^'" 



d'où : 



«' = Î!!L. 



Le mobile met donc le même temps pour monter et pour descendre. 
g) Vitesse du projectile lorsqu*il repasse au point M. — Lorsque le 
mobile atteint le point M il a parcouru en descendant l'espace : 



V.2 



La vitesse v' que nous cherchons s'obtiendra donc en subslituanl 
celte valeur à s' dans Téquation (6). Elle donne alors : 

En valeur absolue le mobile a la même vitesse lorsqu'il passe et 
repasse au même point de sa trajecloire. 

Solution graphique. — Le mouvement du projectile est continu et 
un seul groupe d'équations devrait intervenir dans la solution précé* 
dente. Si nous avons dû en écrire deux c'est que nous avons fait choix 
de deux origines des espaces et de deux sens positifs. Nous allons 
établir que si nous prenons une seule origine des espaces et un seul 
sens positif, celui de la flèche /, le deuxième groupe d'équations se 
ramène au premier. 

Soient, en effet, M une position du mobile lorsqu'il descend déter- 
minée par la relation OM = 5, t le temps qu'il a mis pour y parvenir, 
et i; sa vitesse. Relativement à l'origine 0' des espaces cette position 
aurait été déterminée par la relation Ô^ = s' et le mobile après avoir 
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parcouru cet espace dans le temps i' aurait acquis une vitesse v'. Entre 
ces six quantités existent les relations : 

^9 

V = — v'. 

De la première nous déduisons : 

9 

En portant cette valeur et celle de v' dans Téquation (4) nous 
obtenons : 

t? = Vq — gt, 

<5'esl-à-dire Féquation (i). 

£a opérant de même sur l'équation (5) elle devient : 






ou : 

s = v^t — ^ . 

Nous retombons ainsi sur l'équation (2). 

I.'équation (3) se déduirait par un calcul Identique de l'équation (6). 

L'équation des espaces du mouvement du projectile est donc : 

ïllle représente une parabole ; les coordonnées de son sommet S sont : 

9 



05 = ^ X a, «S = l^- X p. 



Les considérations exposées (64) nous permettraient de déterminer 
•d'autres points de la courbe. 

Sur la Qgure, le temps de la montée est représenté par la longueur 
Os ; celui de la descente par la longueur 5A. Us sont donc égaux et leur 
'valeur commune est : 



9 

BouRouioNON — Cours de cin*mHtiqne : : ;''.<î 






* •• « « 



* » 



» « 






so 
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L'ordonnée sS représente la hauteur à laquelle s*élèye le projectile ; 
son expression est donc : 




Fig. 38 

Quand le mobile passe et repasse en un même point de sa trajectoire ^ 
il est à une même distance h de Toriginedes espaces ; les points M et M^ 
de la courbe des espaces qui lui correspondent sont donc sur la 
parallèle à Taxe des temps qui a pour ordonnée ^h. Les vitesses v ei v^ 
qu'il possède ont donc pour expressions (50) : 



V = ; Ig TMM' 

fa ^ 

Or, les angles ï5ÎSP, T'M'P sont supplémentaires; leurs tangentes 
sont donc égales et de signes contraires. Par suite : 



V = 



V , 



MOUVEMENT PÉRIODIQUE 



68. — On dit qu'un mouvement est périodique lorsque Téquationdes 
espaces qui lui correspond : 

5 = rit) 

est une fonction périodique du temps, c'est-à-dire satisfait, quelle que 
soit la valeur attribuée à ^, à la relation : 












r(t -h T) = /(o 



• '•' 



• • 
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OÙ T représente un accroissement constant du temps ; s*il est le plus 
petit possible, on lui donne le nom de période. De celte défmîtion tl 
résulte que : 

f{t) = f{t ±1) = f{t ± 2T) = = f(l ± ni) 

et d'après b théorie des dérivées : 

f\i) = f[t it: T) = f'[t ± 2T) = = f'Q ± 7iï). 

La vitesse v du mobile, exprimée par Téquation : 

V = fit) 
est aussi une fonction périodique du temps dont la période est T. 



MOUVEMENT HARMONIQUE 

c 

69. — Un mouvement périodique intéressant, et auquel on donne le 
nom de mouvement harmonique parce qu'on le rencontre en acous- 
tique, est celui qui correspond à Téquatioiides espaces : 

s = a sin [^t — 0) 

a et p étant des quantités essentiellement positives et 6 un angle conr^ 
pris entre et 27r. Proposons-nous de Tétudier. 

Calcul de la péi'tode T. — Par déCnition même elle doit sotisfalre à 
i*équiCtion : 

sin {pt — 6) = sin [p(i -t- T) — 0] 

et cela quelle que soit la valeur de / ; ce qui exige qu*on ait : 

p(/ -h T) — — 0/ — e) = 2r 

ou : 

PT = 2:r 

r_ p. 

Si» dans l'équation des espaces, on veut introduire la période T, elle 
peut s'écrire : 

s = a sin ( - f — 6 ). 



> • 
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On en déduit : 



V = -qï- C08 ( T^r ^ 



(t'-«) 

, 47:2a . /2Tzt .\ 

t?' = — -^ sin I -'p- — ^ ) • 

Pour étudier les variations de s, Vy v', il sufQt de donner à l'arc 

-— 6, un accroissement 2tî, c*esl-à-dire au temps t un accroissement 

T. Elles sont indiquées par le tableau suivant : 



f 

1 s 

V. 

r'. 

i 


T , er 

4 -+ 2r 


2T er 

4 "^ "211 


3T er 

4 ■*■ 2z 


4T , eT 

4" +2^ 


5T . 8T 

^4' + 2^ 


2 


-f 


— — a 


— 


4- « 





2 -a 

1 


— G 


2T:a 


+ 


4T:«a 


— 


, 4rîa 


+ 


4 -2a 




>o 


<- 


>o 


<o 



Si, sur la trajectoire du mobile, nous marquons les deux points M^ et 
JM, tels que : 



OMj == -h a, OM., = — flt 

41 résulte de la discussion précédente que le mobile part du point Mj 
«vec un mouvement rétrograde accéléré jusqu'au point 0, [retardé 
ensuite jusqu'au point M, ; après quoi, le mouvement devient direct 
accéléré jusqu^à ce que le mobile atteigne le point 0, retardé ensuite. 
Son mouvement oscillatoire est donc analogue à celui du pendule simple. 



Mil 



o 



Ml 



Fig. 39 



Si, à une vibration simple MjMj, on ajoute le cbemin M^Mj, on 
•obtient une vibration double ; elle est d'autant plus grande que la quan- 
tité à laquelle on a donné le nom d amplitude de la vibration l'est elle- 
«néme. 6 est la pbase du mouvement ; sa fréquence est le nombre d'os- 
•cillations doubles pendant l'unité de temps. Or, pendant le temps T» le 

mobile effectue une oscillation double ; le quotient ^, = J- exprime 
: /donc Ji) fjréfuence. 



• • • • 



ÉTUDE DES MOUVEMENTS 



3*. 



MOUVEMENT PÉRIODIQUEMENT UNIFORME 

70, — On dît que le mouvement d'un mobile est périodiquement, 
uniforme, lorsque sa vitesse repasse au bout d'un certain temps par les 
mêmes valeurs. Ainsi, par exemple, le système articulé bielle et mani- 
velle que Ion rencontre dans les locomotives et qui permet de transFor-- 
mer un mouvement recliligne 
alternatifen circulaire continu, 
est tel que le bouton de la rna- 
nivelle reprend, après un tour 
complet, sa vitesse. 11 a donc 
un mouvement ]>ériodique- 
ment uniforme. La courbe des 
espaces d'un tel mouvement 
est formée d*une suite d'ondu- 
lations qui se reproduisent 
indéûniment ; elles sont telles 
que les segments Oa^ a^a,, 
^4^s'*«» d'une part, aj/z^, 
^3»^..., d'autre part, sont égaux et que les ordonnées des points A,^ 
Ag, A3... satisfont aux relations : 

Si donc le point A^ représente le point de rencontre de la droite OA, 
avec la première ondulation, tous les points A3, A^, A.... sont sur la 
même droite. Si on la regarde comme la courbe des espaces d'un mouve- 
menty celui-ci est uniforme et on lui donne le nom de moyen mouve- 
ment du mobile considéré. 




Fig. 40 



GRAPHIQUE DES TRAINS 

71. — On appelle graphique des trains, une épure sur laquelle sont! 
représentées les courbes des espaces des mouvements moyens des- 
trains que Ton met en mouvement sur une même ligne pendant 
une période de 24 heures de minuit à minuit; celle de la figure- 
est relative à la ligne de Paris à Vintimille. Son tracé repose sur les 
considérations suivantes. Sur une droite horizontale, appelée axe des 
temps, on porte successivement 24 longueurs égales qui correspondent 



S(4 
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aux dîiïéren tes heures de la journée et l'on divise chacune d'elles en 
deux parties égales. Par les points obtenus on trace des verticales et 
i*on dispos e les noms des stations que traverse la ligne le long de Tor- 
onnée extrême de gauche que Ton peut regarder comme Taxe des 
espaces ; à une échelle connue, l'intervalle laissé entre deux stations 
correspond à la distance qui les sépare réellement. 



■^!— ^m™^HSBÏF--B!- 



Pans -Lvon-Vinli mille 



PARS T-^T W, i-r4-r 




Fig. 41 

La courbe des espaces du mouvement moyen d'un train sera une 
ligne brisée composée de segments de droites les uns parallèles à Taxe 
des temps et dont les longueurs correspondent aux temps d'arrêts, les 
autres inclinés sur cetle droite et se rapprochant d'autant plus de la 
verticale que la vitesse moyenne du train est plus grande. 
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Ainsi, par exemple, la ligne brisée marquée 1 correspond à un train 
qui part de Paris à 9^)35', passe à Horet et à Sens sans arrêts, arrive à 
Laroche, où il stationne 5 minutes, à 11^,49' ; passe à Nuits-sous-Ra- 
vîères et aux JLaumes sans arrêts, arrive à Dijon, où il stationne 10 mi- 
nutefi, à 2\i9' ; à Màcon, où il s'arrête 9 minutes, à 4^,10', à Lyon, où 
il stationne 12 minutes à 5^,19'. Il passe à Chasse et à Saint-Rambert- 
d'Albon sans arrêts ; arrive à Valence, où il s'arrête 3 minutes, à G^'ySQ ; 
à Avignon, où il stationne 10 minutes, à 8^,34' ; à Tarascon, où il a 
5 minutes d'arrêt, à 9^,2' et enfin à Marseille à 10^,25' du soir. 

Une telle épure permet aussi de se rendre compte de l'état de la voie 
à une heure quelconque de la journée ; elle donne aux compagnies de 
chemins de fer le moyen le plus sur pour établir la marche d'un train 
supplémentaire entre deux stations déterminées sans changer celles des 
trains réguliers. 



MOUVEMENT DE ROTATION 

72. Définition. — Tout point M qui, dans un plan perpendiculaire à 
un axe, décrit une circonférence de rayon CM dont le centre est le 
pied de Taxe sur le plan, est dit en mouvement de rotation autour de 
Taxe. 



-< 




Fig. *2 



73. Vitesse angulaire. — Dans la définition donnée (44) de la vitesse 
^^un mobile, la quantité s jouait un rôle capital et comme c'était une 
longueur, la vitesse qui lui correspondait était dite linéaire ; dans le cas 
actuel, où nous voulons définir une vitesse angulaire, nous devrons 
lui substituer un angle. 

Sur la trajectoire du mobile, marquons en l'origine des espaces, 
en M la position du mobile à Tépoque t et indiquons par une flèche f 
le sens positif choisi. Du point C comme centre, avec l'unité de Ion- 



56 CINÉMATIQUE DU POINT MATÉRIEL 

gueur pour rayon, décrivons une circonférence et désignons par la 
valeur algébrique de Tare O'M' intercepté sur elle par TangleOCM. Nous 
pouvons regarder le point M' comme un mobile fictif dtmt le mouve- 
ment est lié à celui du mobile M de telle façon, qu'à chaque instant, ils. 
se trouvent tous deux sur un même rayon. Par définition, la vitesse 
angulaire du mobile M n^est autre que la vitesse linéaire du mobile M'. 
Sa valeur (o est donc à l'instant considéré : 

6 
si le mouvement de rotation est uniforme et : 

s'il est varié. 



'''=di' 



74. Remarque. — La vitesse angulaire d*un mobile a un signe ; s'il 
est positif, le mobile tourne dans le sens choisi comme sens positif des> 
arcs; s'il est négatif, il tourne en sens inverse. 

75. Expression de la vitesse linéaire en fonction de la vitesse angu- 
laire. — Les arcs OM et O'M' (fig. 42), interceptés par un même angle 
au centre dans des circonférences concentriques, sont proportionnels à 
leurs rayons R et 1. Par suite : 



OM = 6 X R. 

La dérivée de cette expression, prise par rapport à t sera la vitesse 
linéaire v cherchée. Elle est : 

r = Rx-77 = RXci>. 
iU 

Il s*en suit qu'à un instant, la vitesse linéaire cTun mobile en mouve^ 
ment de rotation s^ohtient en multipliant sa vitesse angulaire au même 
instant par le rayon de la circonférence qu'il décrit. 

76. Problème. — Un mobile en mouvement de rotation uniforme au* 
tour d'un axe fait n tours par minute, trouver sa vitesse angulaire co. 

Le mobile fictif situé à Tunité de dislance de Taxe de rotation par^ 
court d'un mouvement uniforme le chemin 2r.n en une minute ou 
soixante secondes, 11 en résulte que (36) : 

2Tzn T.71 
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ACCÉLÉRATION DANS UN MOUVEMENT QUELCONQUE 



77. Rayon de courbure en un point d'une courbe. — Soient une 
courbe (C) et deux points M et M' inOniment voisins définis par les 
relations : 

OH = «, UST' == * -h 




Fig. 43 



AoL Tangle des tangentes MT, MX en ces points. La valeur algébrique 

As 
de Tare MM' est A^ et la limite du quotient — lorsque A^ tend vers 

zéro, c'est-à-dire que le point M' se rapproche indéfiniment du point 
M» est l'expression du rayon de courbure de la courbe (C) au point M. 

78. Plan osculateur à une courbe. — Le plan déterminé par la tan- 
gente MT à la courbe C et le point infiniment voisin M' (fig. 44) s'ap- 
pelle plan osculateur à la courbe au point M. Il est coupé par le plan 
normal, c*est-à~4îi^e par le plan perpendiculaire en M à la tangente MT 
suivant une droite à laquelle on donne le nom de normale principale. 
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79. Représentation géométrique de la vitesse d'un mobile à un 
instant. — Soient (C) la trajectoire d'un mobile, M et M' ses positions 
aux époques ^ et ^ + A^ ; elles sont déQnies par les relations : 



OM = s, OM' = s M- A^. 




. A la limite, lorsque 



Si nous supposons le temps ^t infiniment petit, le point H' est inG- 
niment voisin du point M et Ton peut regarder le mobile M comme se 
déplaçant pendant le temps àt, non sur Tare MM^ mais sur la corde 

correspondante, avec une vitesse moyenne égale à •— . L'on convient de 

représenter cette vitesse par un vecteur qui a pour origine le point M, 

pour direction MM' et pour valeur absolue -t-t 

. M' est confondu avec M, ce vecteur est (MP) ; il est tangent à la trajec- 
toire au point M, dirigé dans le sens du mouvement et a pour valeur 

ds 
algébrique --^ , Il représente la vitesse du mobile à Tinstant t. Le sens 

positif choisi sur la droite qui le porte correspond évidemment à celui f 
des arcs positifs de la trajectoire. 

SO.Définition de Taccélération d'un mobile à un instant. — Conservons 
les notations du paragraphe précédent. Désignons par v eiv-\-lv les va- 
leurs algébriques de la vitesse du mobile aux époques < et ^ + A^ et 
représentons-les par les vecteurs MP et MT'; pour fixer les idées nous 
avons supposé M'P' >> MP, c'est-à-dire le mouvement du mobile 
accéléré. 

Par un point quelconque A de Tespace menons, à chaque instant, 
des vecteurs équipollents à ceux qui représentent les vitesses du mobile 
M ; le lieu de leurs extrémités sera une certaine courbe à laquelle on 
donne le nom A'hodographe. Si (Ap), (Ajp') sont Les vecteurs équipol- 
lents à (MP) et à (MT'), nous pouvons regarder le point p comme mu 
mobile fictif qui, pendant le temps Af, parcourt l'arc pp' d'hodographe ; 
sa vitesse à Tinstant t est représentée par un vecteur (pr) tangent k 
Thodographe au point p» Le vecteur (y) ^= (MS) qui a pour origine le 
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point Met qui lui est équipollenl sera par définition V accélératioii totale 
<lu mobile M à Tinstant /. 
Or : 



Par suite : 



(^'^)=(^) = (^')-(l?} 



(ï) 



= limite (''^^^i -<''> • 




A^ 




Fig. 45 



81. Accélérations ta&g^entielle et normale. — Dans ie plan pAp' nous 
pouvons regarder le vecteur (pr') comme la résultante des deux vecteurs 
perpendiculaires {ps') et (sV). Pour les définir, menons par le point yt! 
la parallèle p'q' à r's' et considérons les triangles semblables pp'q' et 
pr's' \ ils donnent : 

ps' pr' 1 



pq pp At 



ou : 



pq' 

Or, la longueur pY P^^^^ ^^'^ regardée comme un arc de circonférence 
de centre A et de rayon ?? + Av ; par suite : pq' = Ai; et nous pouvons 
«crire : 

, Ar 

Les mêmes triangles donnent : 

py "" AÏ' 
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OU ; 



j ^t 



Or, la longueur p'q' peut être regardée connue un arc de circonfé— 
rence de rayon v -^ ^v intercepté par un angle au centre Aa ; par 
suite : p'q' = (v -h Aw) Aa et nous pouvons écrire : 

Faisons tendre A^ vers zéro, le vecteur {ps') a pour limite le vecteur 
{ps) dont la valeur algébrique est : 

,. ., Af? dv 

'""'^« 57 = ST 

le vecteur {s'r') a pour limite le vecteur (sr) dont la valeur algébrique- 
est : 



limite ^^ -ç—^ — = limite 



uAa 



car nous pouvons négliger les in uniment petits du second ordre. 
Mais : ' 

,. ., rAa ,. Aa As ,. Aa ,, r As 

limite -r-r = lim. r. -r- . -^- = u lim. 7- X Uni. -r- . 
At As M /Us àt 

Or, la définition du rayon de courbure donne : 

,. Aa 1 

iim. -r- = u 

As K 



celle de la vitesse : 



,. As 
lim. -r-; = t?. 



Par suite : 






quantité essentiellement positive. 
Il en résulte que : 



(S*) 



Le plan prs est parallèle au plan osculateur du point M à la trajec- 
toire du mobile ; on peut donc regarder le vecteur (MS) comme la ré. 
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suUante de deux vecteurs : l'un (MR), porté par la tangente en M à la 
trajectoire et dont la valeur algébrique est -■^- , a reçu le nom d^accélé- 
ratiœi tangentielle \ Fautre MT, porté par la normale principale et di- 
rîgé vers le centre de courbure, a pour valeur p- et a reçu le nom d'ac- 

célération normale. 

Si au Heu de supposer MT' >» MP nous avions fait Thypothèse con- 
traire, le vecteur MR aurait eu une direction inverse. 

Nous sommes donc conduits aux conclusions suivantes : Uaccéléra- 
irion totale d'un mobile à une époque détei^minée est un vecteur situé 
dans le plan osculateur à la trajectoire au point correspondant. Il est 
la résultante de deux vecteurs : Vun appelé accélération tangentielle^ 

est porté par la tangente; il a pour valeur t. et sa direction est celle 

du mouvement dans le cas où celui-ci est accéléré^ une direction in- 
verse dans le cas oie il est retardé; Vautre, appelé accélération nor- 

male^ est porté par la no^tnale principale ; il a pour valeur -^ et est 

toujours dirigé vers le centre de courbure de la trajectoire relatif au 
point M. 

82. Remarque. — De ce que Taccélération normale est toujours di- 
rigée vers le centre de courbure de la trajectoire, il résulte que l'ac- 
•célération totale est toujours, par rapport à la tangente, du côté du 
-centre de courbure. 

83. Problème. — Trouver les mouvements pour lesquels Tune des 
composantes de l'accélération totale est constamment nulle ; en conclure 
«eux pour lesquels il en est de même de l'accélération totale. 

à) Pour que Taccéléralion tangentielle soit constamment nulle il faut : 

dt ^' 

m 

ce qui exige que la vitesse du mobile soii constante. Les mouvements 
uniformes satisfont à cette condition. 

Uaccélération totale d'un mobile M qui décrit une circonférence 
d'un mouvement uniforme de vitesse V se réduit donc à V accélération 

centripète représentée par le vecteur (MP) qui a pour valeur ^. 

b) Pour que Taccélération normale soit constamment nulle il faut ou 
que V soit nulle ou que R soit oo. Le premier cas est à rejeter car il n'y 



62 CINÉMATIQUE DU POINT MATÉRIEL 

aurait pas de mouvemenl ; quant au second, il correspond à une trajec- 
toire rectili^ne. 

Dartë tout mouvement rectiligney Vaceéléraiiontoinle se réduit doi^c 
à V accélération tangeniielle. 




Fig. 46 

c) Si donc un mobile est animé d'un mouvement rectitigne aniforaie« 
son accélération totale est constamment nulle. 

84. Théorème. — Bans un mouvement uniformément variée V accélé- 
ration tangentielle est constante et réciproquement. 

La formule des vitesses d'un mouvement uniformément varié est : 

V=iVq -^ jt. 

En prenant les dérivées de ses deux membres par rapport au temps, 
il vient : 

de 

di^^'' 

ï/accélération tangentielle du mobile est donc bien constante. 
Réciproquement, si dans un mouvement on a : 

dv . 

Tt~'^ 

0X1 j représente une constante, on en déduit en intégrant : 

■ 

V = Vq -h jt 

et le mouvement est uniCormémeni varié. 

85. Problèmb. — Connaissant la courbe des vitesses d'un mouve* 
ment, trouver : 1° Taccélération tangentielle moyenne pendant un 
temps \t qui suit le temps t ; 2*» l'accélération tangentielle à l'instant t ; 
3° la courbe des accélérations langenlielles. 
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Soient au temps (, v la valeur algébrique de la vî(^se du mobile, A^' 
son accroissement pendant le temps suivant A^. L'expression de Taocé- 

lératioB tangentielle moyenne pendant ce temps A/ est : .- (81). 

Pour l'évaluer, considérons sur la courbe des vitesses, rapportée aux 
axes O^, OVf les points M et M' dont les coordonnées sont : 

Om = a/, m>l = pv 

Om' = a(< -h AO, w'M' = ^(v -+■ Ar)- 



On en déduit : 



P X Aï? = mlA' — mM = PM' 



ou : 



Ay-- 



PM' 



De même : 




Fig. 47 



oiX M = Om' — Om = M? 



ou : 



^ 


a 


Par suite : 






Aw a PM' 

Il f ^ PM 



Or, le triangle rectangle MM'P donne : 



FM' 
FF 



= tgM'MP. 



Par conséquent : 



|V=.;fgM'MP. 
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U accélération tangeniielle moyenne du mobile est donc proportion- 
nelle à la tangente de Vangle M^MP. 

2<» Si nous faisons tendre \t vers zéro, le point M' tend vers le point 
M, la corde MM' devient la tangente en M à la courbe des vitesses et 
langle M'MP a pour limite Tangle ÎMP. L'accélération tangeniielle > à 
rinstant t a donc pour valeur numérique : 

i = î«^TMP. 

La longueur qui la représente a pour expression a. <^TmF; c'est par 
suite le côté RT de Vangle droit du triangle rectangle TMR dont le 
côté MR = oc e^ dont Vhypotéause est la tangente en M à la courbe 
des vitesses. 

Ce résultat est analogue à celui qui avait permis de construire la vi- 
tesse connaissant la courbe des espaces (50). 

Si donc la longueur RT est au-dessus de MP, nous devons regarder 
Taccéiéralion tangeniielle comme positive et comme négative dans le 
cas contraire. 

3*» Si, sur rordonnée du point M, nous portons la longueur mM^ = 
-■=^ RT, le point M^ ainsi déterminé appartiendra à la courbe des accélé- 
rations tangehtielles. En répétant cette construction pour différentes 
époques et en joignant tous les points correspondants par un trait con- 
tinu, nous obtiendrons la courbe des accélérations tangentielles. 

86. Remarque. — Nous aurions pu prévoir ces résultats en comparant 
les expressions algébriques de la vitesse et de Taccélération tangentielle 
à une môme époque et remarquant qu'on passe de la première à la se- 
conde en remplaçant s par v. Géométriquement cela revient à substi- 
tuer la courbe des vitesses à celle des espaces. ^ 

87. PiioBLÈMB. — Connaissant la courbe des accélérations tangen- 
tielles, trouver celle des vitesses. 

Nous rappellerons à cet effet, sans démonstration, les résultats obte- 
nus (55) dans le problème analogue qui a permis de déterminer la 
courbe des espaces d'un mouvement connaissant celle des vitesses. 

La courbe (C) des accélérations tangentielles étant rapportée à deux 
axes de coordonnées rectangulaires ot et oj, si nous marquons sur elle 
les deux points M et M' satisfaisant aux relations : 

Om = a X ^ mm' = a x dt. 
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L'expression de i'aîre mm'MW divisée par le produit oc^ fournira Tac- 
croissement dv de la vilesse du mobile pendant le temps dL 

L'expression de l'aire MPmp, limitée aux deux ordonnées Mm, Pp, 
des époques t et /' divisée par le produit ex^, fournira raccroissement de 
vitesse entre ces deux époques. 




En particulier, entre les deux époques o el ^ cette aire divisée par «p 
sera une certaine fonction f(t) du temps; sa valeur sera l'accroissement 
t; — V(t àe la vitesse du mobile entre les deux époques considérées et 
l'équation : 

sera celle des vitesses du mouvement correspondant. Elle permettra de 
construire la courbe demandée. 



88. Appucation. — Dans un mouvement^ l'accélération taiigentielle 
est constante et égale à y, trouver géométriquement Téquation des vi- 
tesses sachant qu'au temps zéro la vitesse du mobile est v^, 

La courbe des accélérations tangentielles est une droite AB parallèle 
à Taxe des temps et telle que : 

OA = p X J. 



TF 



J* 



Fig. 49 

L'aire ÔAB&, limitée à l'ordonnée Bb qui correspond au temps t, a 
pour expression ^^jt» Si donc v désigne la vitesse du mobile à celte 
époque, on a : 



t? — r, = 



«P 
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L'équatîoa des vitesses est donc : 

89. HouTemant don point matériel pesant sur un plan indind. — 
Le projectile lancé sur le plan avec une vitesse rg, suivant une ligne OB 
de plus grande pente par rapport au plan horizontal, aura pour trajec- 
toire cette ligne. 

Désignons par Torigine des espaces, par M la position du mobile à 
l'époque /» par v sa vitesse, par s la valeur algébrique du vecteur (OM) 
et par t l'inclinaison du plan sur l'horizon. 



ja*. 




Fig. 50 



Soumis à Faction seule de la pesanteur, le mobile aura itne accéléra- 
tion totale égale à^, dirigée suivant la verticale et représentée par 
le vecteur (MP) qu'on peut regarder comme la résultante des vecteurs 
(MR) et (MQ). Le premier, qui n'est autre que TaceélératioB normele, 
n'exerce aucune influence sur le mouvement par suite de* la résishmee 
du plan ; le second représente l'accélération tangentielte et a po«ir ex- 

pression -rr, D autre part le triangle rectangle HPQ donne : 



MQ = g sin i. 



Par suite : 






L'accélération tang^ntielle du mobile étant constante, son mouvement 
est uniformément varié (84) et les formules correspondantes sont (57) : 

gsini X <* 



S = VQt -h 



«* = «0* -f- ng sin i x s. 



(t) 
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90. Théorème. — Un point matériel pesant, lancé sur un plan in- 
cliné suivant une ligne de plus grande pente avec une vitesse r^ pos- 
sède, en arrivant sur le plan horizontaly une vitesse V indépendante 
fie r inclinaison du plan. 

En efîet, à Tépoque t le projectile a une vitesse v dont Texpression 
est : 

v^ = T?Q^ + 2^5 X sin i. 

Or, SI nous projetons sur la verticale du point le point ii eu m 
(fig. 50], le triangle rectangle OMm donne : 



Om = 5 X sin t. 



Par suite : 



1)2 z=z Vq^ -h '2g X Om. 



Pour le plan horizontal Om = ^ et Ton a : 

V^ = r,« -^ 2gh, 

expression indépendante de Tangle t. 

Généralisation. — Le théorème précédent est encore vrai si la tra- 
jectoire du mobile est curviligne. On peut, en effet, décomposer cette 




Fig. 51 



trajectoire en éléments rectilignes OA^, AjA^, A^A,, An^^iAn» et les 

regarder comme lignes de plus grande pente de n plans inclinés dont 
les hauteurs respectives seraient h^, h^y h^^.*.hn» Si donc, on désigne 
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par v^y Vj, v^, Vm les vitesses du projectile au bas de chacua d'eux» 

on peut écrire : 

V,' = v\ -^ 2gh, 
1-38 = r,^ -4- 2gh^ 



• • • • • 



• • • ^ 

v„- = v\-i 4- 2ghn. 

En ajoutant membre à membre ces différentes égalités, il vient : 
v\ = v\ -f- 2g {h^ -h //i 4- A3 -h ... -H h„) = 1;% -h 2^^. 

91. THioRÈMB. — Si un point maternel part d'un point d'une 
sphèi^e sans vitesse initiale et se meut suivant une corde quelconque 
OA, le temps qu'il met pour atteindre la sphère est toujours le m&me. 

Eq effet, la seconde formule du groupe (1) §88, dans laquelle on 
fait «?o = ^» donne : 

OA = ^4^' X t' 



OU : 







Or, le triangle rectangle 0A6 fournît la relation ; 

OA = 2R sin i. 

Par suite : 

4.R 



t 



2 



9 ' 
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OU : 

expression indépendante de Tangle t et qui correspond au temps mis 
pa.r le projectile pour parcourir, dans les mêmes conditions, le segment 
OB ëgai au diamètre de la sphère. 



CHxVPITRE IV 



THÉORIE DES MOUVEMENTS PROJETÉS 



92. — La théorie des mouvements projetés ramène l'étude des mou- 
vements de l'espace à des mouvements plans ou même à des mouve- 
ments rectilignes. 

93. Projection d'un mouvement sur un plan ou sur un axe. — Soient 
(G) une courbe de l'espace trajectoire d*un mobile M et P un plan. Si, à 
chaqueinstant^ parallèlement à une direction A arbitraire, nous projetons 
en m, sur le plan P, la position M du mobile, nous pourrons regarder le 
point m comme un mobile 6ctif; son mouvement sera, par définition, la 
projection du mouvement du mobile M sur le plan P, parallèlement à 
la direction A. 





Fig. 53 



Fig. 54 



Si nous désignons de même (fig. 54) par m le point de rencontre 
d'un axe Ox avec un plan passant par le point M et parallèle à un 
plan yOs, nous pourrons regarder le mouvement de ce point m comme 
la projection du mouvement du mobile M sur l'axe Ox parallèlement 
au plan )/0s. 
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M« Thiorèmb. — A un instant r/tteleonque, la vitesse dans un mou- 
vemmU projeté est égale à la pi^ojeotion de la vitesse du mobile de 
r^espace nn même insiant. 

Pour fixer les idées, sapposons la projection du mouvement laile sur ua 
[riaa P «t désignons par M et M' les positions du mobile aux époques t 
et tf + Af, par m et m' Leurs f>rojectiotts sur ne plan parallèlement à 
la-direDtîoB A. 




Fi g. 55 



MM' 



La vilesse moyenne -*'- du mobile M pendant le temps At est repré- 
sentée par un vecteur (MP) qui a pour projection sur le plan P le vec- 
teur (mp); nous allons établir qu'il représente la vitesse moyenne du 
mouvement projeté pendant le temps It. 

En elTet, d'après un tbéorème de géométrie, les droites <^P et mp sont 
coupées par les parallèles Mm, MW, Pp, en segments proportionnels ; 
donc : 



• 


MP mp 

MM' mm 

' 1 


Mais : 






MP 1 
MM'"" It' 


Par suite : 





tnp 



mm: 
"AT 



Cette démonstration ne suppose rien sur la grandeur du temps Af ; 
elle est donc vraie lorsque A^ tend vers zéro. Mais alors les vecteurs 
(MP), (/np) deviennent des vecteurs (AIR) et {rnr) qui représentent les 
vitesses du mouvement de l'espace et du mouvement projeté à l'époque t 
(X>nsidérée. 
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96. Application. — Trouver, à un instant /, la vitesse v du mouve- 
ment circulaire uniforme projeté orthogonalement sur un diamètre. 

Soient à fépoque t, M la position du mobile sur sa trajectoire qui est 
une circonférence de centre G et de rayon R, co sa vitesse angulaire, 
6 Tangle OCMet OC le diamètre sur lequel on projette le mouvement 
(Gg. 56). La vitesse V du mobile M est représentée par un vecteur (MP) 
projeté orthogonalement suivant le vecteur (mp) dont la valeur algé- 
brique s'obtient en appliquant le théorème des projections (8). 

^ ~ ÂTi* cos (90' — 0) = MF sin 6. 




Fig. 56 



Or, (73) , 



a> 







V = a)R. 



Par suite : 



V = (i)R sin w/, 



•équation qui peut encore s*écrire : 



î? = w X mM. 



96. Théorèmic. — A un instant quelconque, V accélération dans un 
mouvement 'projeté est égale à la projection de V accélération du mobile 
de Vespace au mêine instant. 

Désignons en effet par (C) la trajectoire du mobile, par (H) Thodo- 
graphe correspondante, par (c) et (A) leurs projections sur un plan S 
quelconque, par (MP), (M'P') les vecteurs qui représentent aux ins- 
tants < et / -t- A^ les vilesses du mobile M et par (MjP,), (M^Pj) les vec- 
teurs qui leur sont équipollents. 

Par déGnition, le vecleur (MQ), équipollent au vecteur (P,Oi) qui 
représente à l'instant t la vitesse du mobile fictif Pj décrivant Thodo- 
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graphe (H), n'est aulre que raccélération totale du mobile M au même 
instant. Effectuons une projection des deux Bgures sur le plan S parallèle- 
ment à une direction arbitraire. La courbe {h) est Thodographe du 
mouvement projeté ; les vecteurs (mq)y (piS'i), projections de deux vec- 



fCf/ 




Fig. 57 

leurs équipollents sont équipollents. Or, le second représente la vitesse 
à riastant t du mobile Gctif />^ qui décrit Thodographe (h) (94). Par 
suite le vecteur (tnq) représente l'accélération totale à Tinstant t du 
mouvement projeté. 

V 

97. AppLicATioif. — Trouver» à un instant t, Taccélération (y) dans 
un mouvement circulaire uniforme projeté sur un diamètre. 




Fig. 58 



Conservons les notations du paragraphe (95). Puisque le mouvement 
du mobile M est uniforme, son accélération totale se réduit à Taccéléra- 

lion normale représentée par le vecteur (MR) dont la valeur est -^ , ou 

tx>^R et dont la projection (mr) représente l'accélération du mouvement 
projeté sur le diamètre OC. 
Or : 

mr = w^R cos 0. 
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Par mite 



(y) = cûTl cos u>i = oi'mC. 



98. Problèuk. — Trouver b un instant les expressions r,, r^, r-, des 
projections de la vitesse d*un mobile M sur (rois axes de coordonnées 
rectangulaires. 




Fig. 59 



Soient x^ y, z les coordonnées du point M qui correspond k la posi- 
tion du mobile à l'instant /. La projection de sa vitesse sur l'axe 0^ est 
la vitesse de sa projection m sar ce même Axe (94). Si, sur ki trajec- 
toire Ox de ce mobile, on regarde le point comme origine des espaces^ 
la quantité a? jode le rôle de s et la vitesse cherchée v^ a pour exprès- 
sion : 

dx 



Vr = 



Par analogie : 



du 
""»— dt' 

dz 
"' = dl- 



99. PROBLiuE. — A un instant t, x^y^ z, sont les coordonnées fl^uo 
mobile par rapport à trois axes rectangulaires Oa?, Oy, Oz, trouver les 
projections de son accéléraiiaa sur ces trais axes. 

La projection sur Taxe Ox de Taccélération du JDolûie M est (%• 60) 
Taccélération du mobile m (96). Son mouvement est recliiigne ; soa 
accélération totale se réduit donc à l'accélération tangentielle qui, en 

conservant les notations précédentes, a pour expression -yf . 
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Or : 



Donc : 



V, 



dx 
di 



d^ /dx\ 

~ dt \dt) 



d^x 
di^'' 



Par analogie : 



tC) 




•^^ 



Fig 60 



ty = Z 



dt' 



m 

I * 



d^s 
dt^ 



100. THéoRÈa». — 4^2 Von connaît les projections d'ttn mouvement 
de V espace sur trois axes de coordonnées reciangulaires^ ce mouvement 
est défini. 

Soient, en effet, x, y, z les coordonnées du mobile à l'instant t. Par 
hypothèse : 

X = fit) (1> 

y = ?(«) (2) 

z = ^(0. (3) 

L'élimination de la variable t entre les équations (1) et (2) d'une part^ 
(i ) et (3) d'autre part, conduit aux équations : 

Fj(a?.y) = 0, ¥-loc.z) r= 0. 

Elles correspondent aux projections de la trajecloire du mobile M sur 
les plans xoy^ œoz. On peut donc la regarder comme Tîntersection de 
deux cylindres ayant pour directrices ces courbes et dont les généra- 
trices sont respectivement parallèles aux axes 0^ et Oy, 



N 



\ 
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a 

A rinstant considéré, la vitesse V du mobile et son accélération y ont 
pour expressions : 

v=^-.-»'.-«'.=fê)'-(S)'-(§y 

loi. Application. — Si les projections d'un mouvement sur trois axes 
de coordonnées rectangulaires Oo?, Oy, Oz, sont des mouvements uni- 
formément variési, il en est de même de ce mouvement. 

Prenons, en effet, pour origine des coordonnées, la position initiale 
du mobile et pour axe des ;:: la droite qui porte le vecteur représentant 
la vitesse initiale. Nous pourrons alors écrire : 

y = ««^' 

jt = VqI -h a^t^. 

Par suite : 

y = ^Xx (1) 

{' - 1 ')' = t '■ w 

Les mouvements projetés sur les plans xoy^ zox sont donc : te 
premier rectiligne, le second parabolique. La trajectoire de Tespace est 
une parabole section plane du cylindre parabolique correspondant à 
IVqualion (2) par le plan correspondant à Téquation (1). 

Les valeurs de •^,, Yyi Y», sont : 

Y^ = 2a,, Yy = Sa,, Y* = Scj. 
Il en résulte que : 

L'accélération du mobile est donc constante et son mouvement est 
uniformément varié. 

102. Application. — Etude du mouvement circulaire uniforme pro- 
jeté sur un diamètre. 

1° Le point de départ du mobile se trouve sur le diamètre CM^, sur 
lequel on projette le mouvement. 



i 



THÉORIE DES MOUVEMENTS PROJETÉS 



77 



Soient, o) la vitesse angulaire du mobile, M sa position à l'époque t, 
l'aDgle MqCM, M^ l'origine des espaces et /*' le sens positif choisi sur la 
trajectoire du mouvement projeté. 

Par hy[)othèse le mobile M a un mouvement circulaire uniforme ; 
donc (73) : 




Fig. 61 



D*autre part, si ^représente la valeur algébrique du vecteur (M^m), 
résultante des vecteurs (MqC) et (Cm), on peut écrire : 



8 ==: ALC -h C/n = R — R cos 



ou : 



« =^ R — R cos u) t. 



La théorie des mouvements projetés donne pour les expressions de v 
et Y, § (95) et (97) : 



t? = (D R sin ta t = ta X tnM. 
Y = w* R cos CD t = 0)2 X mC. ' 

Il en résulte que le mouvement projeté est toutd*abord direct : accé- 
léré de Mo en C, retardé de C en M| ; rétrograde ensuite : accéléré de Mj 
en C, retardé de C en M^. 

Courbes représentatives du mouvement. — a) Courbe des espacée. — 
Pour représenter Tunité de temps nous adopterons une longueur telle 
qu'au temps d'une révolution complète du mobile M corresponde le 
développement de la circonférence qu'il décrit. Avec cette convention» 
à la position M du mobile au temps /, correspond un point Pj de la 
courbe des espaces OABCd dont les coordonnées sont : 



Op = MoiM 



pP, = M^w. 
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b) Courbe des vitesses. — Pour représenter i'unilé de vitesse nous 
-adopterons une longueur telle qu'à La vitesse u> X M/n du mobile à 
répoque t corresponde la longueur Mm ; le point Pg qui a pour coor- 
données : 

Op == îlTvî, pPj = mM, 

appartiendra alors à la courbe des vitesses OA^^^. 



5" 

oc 


^"^ ^...----"Tf^^^^ '• A .--'^'''^^ 


.c 


' ^ ''\ \ /T^ /^ 



Fîg. 62 



c) Courbe des accélérations, — Pour représenter l'unité d'accélération 
nous adopterons une longueur telle que le segment mC corresponde, à 
répoque ty à l'accélération o)^ x mC du mobile ; le point P, qui a pour 
•coordonnées : 

Op == M^M, pP^ = mC, 

-appartiendra alors à Fa courbe des accélérations aa^cD. 

2"^ Le point de dépari M'o du mobile n'appartient pas au diamètre 
-GMo sur lequel on projette lé mouvement. 

Désignons par Oq l'angle M'oCM^, par /q el ^ les temps que met le mo- 
bile poar pareouriv les arcs M'oMq, M'qM, nous aurons alors : 

9 ih 00 = u)^. 



I j* 



le signe + se rapportant au cas où le point de départ est à gavebe <hi 
diamètre CMo» 'e signe — dans le cas contraire. 
Or: 

6o = co/û. 
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Par suite: 

Les formules précèdenles subsistent donc à la condition de remplacer 
la variable t par t zp /q, ce qui, géométriquement, revient à déplacer 
Taxe des s vers la droite ou la gauche d*une longueur égale à Mom'o- 

103. TnéoRÈMB. — Tout mouvement circulaire uniforme pi^ojeté sur 
un diamètre n^eU autre' qu'un mouvement harmonique, 

£q effet, sur le diamètre projection du mouvement circulaire uni- 
forme prenons le point C pour origine des espaces et le sens f comme 
«ens positif (fig. 61). 

Le ImngJe rectangle €inM éonae t 

Cm = R C08 6. 
Or: 

1^ H- a = col. 

Par suite : 



s 



= — R cos (a>< — e<,) = R sin 1 «^^ — (g "♦- M fi 



ou 9 en posant : 

« = R sîn {lAt — 6,), 

équation des espaces d'un mouvement harmonique d'amplitude R, dç 
âf et de période ^-^« 
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104. DépiNiTiON. — La notion de mouvement d*un point malériel est 
relative, puisque, à chaque instant, on compare sa position à celle des 
différents points d*un système invariable appelé système de comparaison ; 
on définit ainsi le mouvement du point par rapport au système. 

Il est alors naturel de rechercher le mouvement d*un tel point par 
rapport à un système S,, connaissant son mouvement par rapport à un 
autre système Sj et celui du système S| par rapport au système S,. 

Au mouvement cherché, on donne le nom de mouvement résultant 
du mouvement, dit relatif, du point M pdr rapport au système S| et du 
mouvement, dit d^ entraînement, du système Si par rapport au système 

s,. 

Une bille, lancée sur le pont d*un bateau en mouvement sur une 
rivière, aura, par rapport aux rives, un mouvement résultant de son 
mouvement par rapport au bateau qui constitue un système Si et du 
mouvement du bateau par rapport aux rives qui constituent un sys- 
tème Sg* 

Il est bieii évident qu'un point ne peut avoir qu'un seul mouvement 
par rapport à un système de comparaison. Dans le langage cependant 
on dit souvent qu'il est animé de plusieurs mouvements simultanés ; 
il faut voir là une pure conception de l'esprit que Ton comprend facile- 
ment d'après l'exemple précédent. 

106. Triyectoires relative et résultante. — La trajectoire du point 
par rapport au système Si est appelée trajectoire relative ; celle qu'il 
décrit par rapport au système Sj est sa trajectoire résultante, 

106. Vitesses résultante, relative et d entraînement À un instant. — 
Si on reprend sur les trajectoires résultante et relative du mobile, la 
théorie exposée § 44, on déGnit les vitesses résultante et relative à l'ins- 
tant considéré. 
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A cet instant, le mobile coïncide avec un point du système S^ 
(bateau) qui a, par rapport au système S^ (rives), une certaine vitesse 
à laquelle on donne le nom de vitesse d'entraînement, 

107. Existence d'une relation entre les mouvements résultant, rela- 
tif et d'entrainement. — Il est facile d'établir a priori que le mouve- 
ment résultant est coanu dès que l'on se donne les deux autres. 

En eiïet, sur le pont du bateau immobilisé, nous pouvons figurer la 
trajectoire de la bille et marquer en M', M'j, M'^» M', les positions qu'elle 
occupe aux époques 0, 
^19 ^i< ^3* Si alors nous 
communiquons au ba- 
teau son mouvement 
d'entrainement, la tra- 
jectoire relative se dé- 
place et vient occuper, 
sur le plan des rives aux 
mêmes époques que pré- 
cédemment, des posi- 
tions (C,),(C,),(C3). De 
Tépoque à Tépoque t^^ 
le mobile passe de la 




FJg. 63 



•position M' à la position M'^ sur sa trajectoire relative; pendant le 
4e même temps, cette trajectoire passe de la position (C) à la position (CJ 
-en sorte que le point M^ est, à l'époque ^j, la position du mobile sur le 
plan des rives. 

Par un raisonnement analogue, on établirait que les points M^ etMg 
«ont, aux époques t.^ et ^3, les positions du mobile sur le même plan. 

La courbe lieu des points M^, M^, M3, est par suite la trajectoire du 
mouvement résultant, et comme on connaît la position qu'y occupe la 
bille à une époque quelconque son mouvement est complètement déGni. 



108. Principe de l'indépendance des mouvements simultanés. — 
La démonstration précédente suppose que les mouvements relatifs et 
d'entraînement se produisent l'un après l'autre. Elle n'est donc valable 
que si' nous admettons le principe suivant connu sous le nom de prin- 
cipe de rindépendance des mouvements simultanés. 

Le inouveinent résultant que possède un mobile animé à la fois de 
plusieurs mouvements simultanés est le môme que si les mouvements 
composants s^ exécutaient les uns api'ès les autres. 

BouBouioNON — Cours de cinématique 6 
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109. THioREiiB. — A un instant donné, la vitesse résultante est la 
résultante des vitesses relative et d* entraînement au m(^nie instant. 

Pour fixer les idées, imaginoos que le système invariable S^, par rap- 
port auquel on cherche le mouvement du mobile, coïncide avec le plan 
de la feuille de papier. 

Nous pourrons y figurer les positions qu^occupe à chaque instant la 
trajectoire relative et en particulier celle (C J qui correspond à l'époque t. 
Si le mouvement relatif seul se produit, le mobile aux époques t et 
^ + A< occupent les positions M et M^ et le vecteur (MP), qui contient 
autant de fois l'unité de longueur qu'il y a d'unités dans le rapport 

-^ , représente la vitesse relative moyenne pendant le temps A^. Le 

mouvement d'entraînement s*efTectuant ensuite pendant le même temps 
A< fait passer la trajectoire relative de la position (Cj) à la position (GJ; 
les points M et M^ viennent alors se placer en M'^ et M' de façon que : 

Le point M' est donc la position du mobile dans le système S, a 

l'époque t + A^, et le vecteur (MR), qui renferme autant de fois l'unité 

MM' 

de longueur qu'il y a d'unités dans le rapport -r-p , représente la vitesse 

résultante moyenne pendant le temps A^ 




Fig. 64 



Le point géométrique M du système d^entratnement qui coïncide à 
l'époque t avec le mobile vient occuper la position M\ à l'époque 

t + A< et le vecteur (MS), qui contient autant de fois l'unité de lon- 

MM ' 
gueur qu'il y a d'unités dans le rapport--^-*-, représente la vitesse 

moyenne d'entraînement pendant le temps Ar. 
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De ce que : 





MR t 
MF It ' 


MS 1 

MM', M' 


BOTis <!niieiaoD8 : 








MR 


MS 




MM' 


MM'.* 



Les deux triangles MM'M',, MRS qui ont un angle égal contpris entre 
cAtés proportionnels sont donc semblables el l'on peut écrire : 

™ M'M'. MM, 
^*^ = Ai- = "AT • 

Les deux vecteurs (MP) el (SR) sont donc égaux. 

Ceci posé, menons par le point M le vecteur (MQ) équipollent au vec- 
teur (SR), puis joignons P el Q, Q et R. Le contour MPQR a pour ré- 
sultante (MR); nous pouvons donc écrire : 

(MR) = (MP) + (PQ) + (QR), 

ou : 

(V„) = (Vr.m) -1- («..«) + (PQ) (l) 

Vm^ Vr.m* ^e.m représentant les vitesses moyennes résultante, relative et 
d'entratnement pendant le temps A^ 

Or, si A2 désigne Tangle formé par les vecteurs (MMJ et (M'^M'), le 
triangle isocèle PMQ donne : 

(PQ) = 2r,.„sin^. 



Par suite : 



Aa 
lim. (PQ) = 2 lim. v^.m X lim. sin -^ . 



Mais : 



lim. Vr,m = ^r» li™. sîn -K- = 0. 



Donc : 



et comme 



limite (PQ) = 0. 



lim. (V«) = V^ lim. (r,.„) = v. 
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Tégalilé (1) devient : 

(V) = (r,) + (».). 

110. Rbmarqub. — La démonstration que nous venons de donner ne 
fait aucune hypothèse sur la nature du mouvement d'entraînement ; s'il 
était de translation l'angle Aa serait nul comme nous rétablirons dans 
la suite, f^s deux vecteurs (MP) et (SR] seraient alors équipollents et 
l'égalité (1) pourrait s'écrire : 

(V„) =^ (iV.m) -î- (We.m). 

111. Problème général sur la composition des mouvementa. — Con> 
naissant le mouvement d'un mobile par rapport à un système S^, le 
mouvement du système S^ par rapport à un système S.^, le mouvement 
du système S, par rapport à un système S3 et ainsi de suite jusqu'à un 
système S„» trouver le mouvement du mobile par rapport au système Sn 
c'est-à-dire son mouvement résultant. 

A l'instant considéré, désignons par v^ la vitesse du mobile par rap- 
port au système S| et en général par t\ la vitesse par rapport au système 
Sj du point Pj _i du système S^ _ 1 qui coïncide avec le mobile à Tépoque 
considérée. 

En appliquant le théorème précédent successivement aux couples de 
systèmes 

il vient :• 

(V)=(V„_0 + (r„). 

(V„_,)r=(V„_,) -!-(»„_,). 

(V„_,) = (V„_,)+(r„_0. 

(V,) = (f.) + (»,). 
Par suite : 

Autrement dit : la vitesse résuUanie du mobile à Viiistant considéré 
est la résultante des vitesses au même instant des mouveme7its com- 
posants. 

112. Problèue. — Connaissant à un instant t la vitesse résultante 
d'un mobile, sa vitesse relative ou d'entraînement, trouver la troisième. 



COMPOSITION DES MOUVEMENTS 85" 

à) Recherche de {Vr) connaissant (V) et {v^. — Nous venons d'établir 
que la vitesse résultante (MR) était la résultante des vitesses relative et 
d'entraînement représentées par les vecteurs (MP) et (MQ). 

Le parallélogramme MRPQ' dont les côtés sont MR et RP est tel que 
le côté MQ' est égal et de sens contraire au côté MQ. La vitesse relative 
cherchée est donc la résultante de la vitesse résultante et d*iine vitesse 
égale et contraire à la vitesse d'entraînement. 



Fig. 65 

6) Recherche de {i\) connaissant (V) et (i?^). — Le pardllèlogramme 
MRQP' dont les côtés sont MR et RQ est tel que le côté MP est égal et 
de sens contraire au côté MP. La vitesse d'entraînement chei^chée est 
donc la résultante de la vitesse résultante et d'une vitesse égale et 
contraire à la vitesse relative, 

113. Remarque. — Les considérations que nous venons d'exposer 
nous conduisent à regarder Tu n quelcon(|uc des Irois mouvements 
comme résultant de deux mouvemenis simultanés; en particulier le 
mouvement relatif d*un mobile résulle de son mouvement propre et 
d*un mouvement égal et contraire au mouvement d'entraînement. 



A. COMPOSITION DE MOUVEMENTS AYANT 

MÊME DIRECTION 

114. Problème. — Etant donnés trois mobiles M, Mj, M,, qui se 
déplacent suivant une même direction, les mouvements de M, par rap- 
port à M, de M.^ par rapport à M^, trouver celui de M, par rapport à M. 

Sur la droite xfx^ suivant laquelle s'efTectuent les mouvements des 
trois mobiles^ choisissons un sens positif /'et marquons en M, M^, M,, 
leurs positions à une même époque t\ désignons par 5^, 5,, S, les va- 



1 
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leurs algébriques des vecteurs (MM,), (MjM,). (MMj) et parr,,©,, V, 
les expressioDS des vitesses des mobiles M, par rapport à M, H, par rap~ 
port à Mj et M, par rapx^ort à M. 

Aux points M et M, substituons par la pensée deux systèmes inva- 
riables (S) et (S,) animés des mouvements de translation de ces points 
eux-mêmes ; le problème proposé revient alors au suivant : 

Connaissant les mouvements relatif et cC entraînement d'un p&ini 
matériel, trouver son mouvement résultant. 



x' 



Fig. 66 
Le tbéorème établi § 109 donne : 

(V) = («0 + («,) 

et comme les vecteurs ont même direction, cette égalité géométrique 
devient l'égalité algébrique suivante : 

V = r, -i- 1?, 

de laquelle on déduit évidemment en intégrant et négligeant la -cons- 
tante : 

■ 

S = *i -+- Sj. 

A rinstant considéré, le mouvement résultant de deux mouvements 
simultanés de m^éme direction a même direction que les mouvements 
composants et une vitesse égale à la somme des valeurs algébriques 
des vitesse^ composantes, 

GENERALISATION. — Etant donnés p mobiles M^, M^, Ms ... M^_,» M^, et 
le mouvement de chacun d'eux par rapport au précédent, trouver le 
mouvement du dernier par rapport au premier. 

Gomme précédemment aux points M,, M^, M,, ... Mp_i, substituons 
[p — 1) systèmes invariables (S,), (S,) ... (S^i_i) animés des mouve- 
ments de translation de ces points eux-mêmes. Le problème proposé 
devient identique à celui du § 111, et en conservant les mûmes notations 
nous pouvons écrire : 

(V)=(r,)-f-(i;,)-h... -i-(r^_,). 

Comme tous ces vecteurs ont même sens, la vitesse du mouvement 
résultant a pour expression : 
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t 

On en déduit en intégrant et négligeant la constante : 

O — «5j ~T~ ^2 ~T~ ••• ~T~ Sp < • 

A Vinstant considéré, le mouvement résultant de p — i mouvements 
simultanés de 7néme direction a même direction que les mouvements 
composants et une vitesse égale à la somme des valeurs algébriques 
des vitesses composa?iles. 

115. Composition de mouvements rectilignes uniformes ou unifor- 
mément variés. — a) Les mouvements composants sont uniformes, — 
L'équation des espaces la plus générale du mouvement uniforme est : 

s z=OL -h ^t. 

Celle du mouvement résultant sera donc : 

S = ila -H iSfJ. 

Il est par suite uniforme et sa vitesse satisfait à la règle précédente : 
b) Les mouvements composants sont uniformément variés, — L'équa- 
tion des espaces la plus générale du mouvement uniformément varié 
est : 

s = a -h p^ -+- '(t^. 

Celle du mouvement résultant sera donc : 

Il est par suite uniformément varié et son accélération est égale à la 
somme algébrique des accélérations des mouvements composants. 

116. Composition de mouvements harmoniques de même période. — 
L'équation générale des espaces d'un mouvement harmonique est : 

s = a sin {tut — P). 

Celle du mouvement résultant sera donc : 

S = a, sin {bit — pi) -h «2 s*" (^^ — Psi "^ ••• +«;> ^*" i^^ — W* 
Elle correspond, comme il est facile de l'établir, à un mouvement 
harmonique. En effet, nous pouvons écrire : 

a sin {bit — P) = a cos 1 (^ — (u/ W ? 1 

et cette expression peut être regardée comme la valeur algébrique de la 
projection orthogonale d'un vecteur de valeur algébrique a et qui fait 
avec l'axe de projection un angle égal à 

^- — wi -h p. 



88 CINÉMATIQUE DU POINT MATÉRIEL 

Cecî posé, considérons une série de vecteurs OAj, OAg, ... 0A^„ issus 
d*un même point et faisant avec une même droite OX des angles res- 
pectivement égaux à 



?C ^ ^^ 

— Lût -h p,, ^^ — înt -i- Pj, .... [\ — u)i 4- Pj 

■^ Ji Jt 



Formons leur résultante OA et appelons a sa valeur algébrique et 
^y — (i)< -i- P Tangle qu'elle fait avec OX. 
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En appliquant le théorème des projections aux vecteurs OAj, OA^, 
... OAy et à leur résultante OA, nous aurons : 

asin(w? — P) = *i sin(tDi — j3i)-h a3sin(u)^ — Pa)-!-... -f a;,sin(a>i — 3^,). 

Le mouvement résultant est donc lui aussi harmonique ; sa pét^iode 
est la même que celle des mouveinenis composants ; son amplitude et 
sa phase sont fournies par la résultante des vecteurs qui correspondent 
à Vamplitude et à la phase des mouvements composants. 



B. COMPOSITION DE MOUVEMENTS 
AYANT DES DIRECTIONS DIFFÉRENTES 

117. Composition de deux mouvements uniformes. — Une barre 
métallique se déplace dans le plan xoy de la feuille de papier d'un 
mouvement uniforme et parallèlement à elle-même de telle façon que 
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l'un de ses points ail pour trajectoire Taxe Oy. Trouver par rapport 
au plan œoi/ le mouvement d*un anneau assujetti à se déplacer le long- 
de la barre d*un mouvement éga- 
lement uniforme. ^\~ " "" 

Le mouvement de l'anneau \ ^\. 
sur la barre, système d'entraîné- \ VV^^^ "^^ 

ment, est un mouvement relatif. \ \ ^*\^^ ^^ 

Dans le plan xoy de la feuille \ \ ^^\^ \ 

de papier, marquons la position \ V ^^^s. 

du mobile à Toriginedu temps \ 

et par ce point traçons deux axes ^ 

Oœ, Oy, le premier constamment ' 

parallèle à la barre, le second coïncidant avec la trajectoire d'entraîné- 

ment du point 0. 

A l'instant t, la vitesse (MR) du mobile par rapport au plan ooOy est 
la résultante de la vitesse relative (MP) et de sa vitesse d'entraînement 
(MQ). Or ces mouvements sont uniformes, les longueurs MF et MQ 
sont donc constantes et comme l'angle MPR, supplémentaire de l'angle 
xOyy l'est aussi, il en résulte que le triangle MPR reste égal à lui-même 
lorsque le temps varie. Le côté MR et l'angle PAHÎ ont donc des valeurs 
constantes. 

Le mouvement résultant de Vanneau est do7ic rectiligne uniforme; 
sa direction est celle de la résultante des vitesses des rnouvements 
composants. 

118. Composition de deux mouvements uniformément variés sans 
"vitesse initiale. — Une barre métallique se déplace dans le plan œOy 
de la feuille de papier d'un mouvement uniformément varié sans vitesse 
initiale et parallèlement à elle-même de telle façon que l'un de ses 
points ail pour trajectoire l'axe Oy. Trouver par rapport au plan xOy 
le mouvement d'un anneau assujetti à se déplacer le long de la barre 
d'un mouvement également uniformément varié sans vitesse initiale. 

Soient^ l'accélération du mouvement relatif, / celle du mouvement 
d'entraînement. Les formules correspondantes des vitesses sont : 

puisque par hypothèse il n'y a pas de vitesse initiale. 

Soient M et M' les positions du mobile sur le plan a)Oy aux instants t 
et t' . Ses vitesses (MR), (M'R') sont les résultantes des vecteurs (MF) et 
(MQ) d'une part, (MT'), (M'Q') d'autre part qui représentent Jes vitesses 
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relatives et d^entrainemenl aux époques considérées. Leurs expressions 
^00 1 : 

MP == jt, M'F = it'. 
m = /^ M'Q' = j'i'. 



Par suite : 



MP Rrp^ 

PR "" P'K' • 




Fig. 69 



Les deux triangles MPR^ MT'R' qui ont un angle égal compris entre 
•côtés proportionnels sont donc semblables ; les angles PMR> P'M'R' sont 
donc égaux et les côtés MR et JM'R' satisfont à la relation : 



MR M'R 



/D/ 



t 



i 



I f 



•qui peut encore s'écrire : 



V 

t 



r 
t' 



Le mouvement résultant est donc rectiligne et uniformément varié 
et son accélération est la résultante des accélérations des mouvements 
composants puisque pour t ^= i 



Vr = h v^=J 



7 



119. Composition d'un mouvement rectilig^ne uniforme et d*an 
mouvement rectiligpne uniformément varié. — Mouvement des projec- 
tiles dans le vide, — Le projectile lancé du point avec une viiesse t? 
suivant la direction Qz a deux mouvements : le premier qui correspond 
à la trajectoire Qz est uniforme ; le second dû à la pesanteur est unîfar* 
mément accéléré. 
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a) Nature de la trajectoire^ — La trajectoire du projectile est plane 
et son plan qui est vertical contient la direction Oz, 

En effet, d'après le principe de l'indépendance des mouvements 
simultanés, si la pesanteur n'existait pas, au bout du temps ty le pro- 
jectile occuperait sur Oz une position P telle que OP = t? x t; mais 
par suite du second mouvement il descend pendant le même temps sui- 
vant la verticale de la longueur PM == ^^ gt'^, en sorte que M est sa posi- 
tion réelle à l'époque considérée..* 

Elle est dans le plan vertical précité et comme l'époque i est quel- 
conque, il en sera de même de toutes les autres. 

Pour déSnir la nature de cetle Irajecloire, rapportons-la à deux axes 
rectangulaires, l'un 0^ horizontal, l'autre Oy vertical et désignons par a? 
et y les coordonnées du point M et par a l'inclinaison de la droite Oz sur 
l'horizon. 

Le triangle rectangle OmM donne : 



(1) 



57 = OP cos a = vt cos a 



1 



y == wP — MP = vt un a — - gt^ 




Fig, 70 



En éliminant t entre ces deux équations, nous obtiendrons une rela- 
tion entre a; et y qui n'est autre que l'équation de la trajectoire. Elle 
est : 

Elle correspond à une parabole tangente en à la droite 0^, résultat 
évident a priori. En effet, lorsqu'on abandonne en le projectile, il 
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n'est pas SOU mis' à la pesanteur; sa vitesse esl donc un vecteur porté 
par Oz et tangent à la trajectoire. 

b) Détermination du sommet, — Au point M la vitesse du projectile 
est un v<>cteur MQ tangent à la parabole ; ses projections sur les axes 
Ox, Oy sont (98) : 

dx 

-j- = V cos a 

dt 

dy . , 

—sf = u Bin a — qt. 
dt ^ 

Or, au sommet S de la parabole, le vecteur ST qui représente la 
vitesse du mobile est parallèle à Taxe Ox ; sa projection sur Oy est donc 
nulle. Par suite : 

V sin a — ^< = 

ou : 

V sin a 

j , . ^ 

9 

C'est l'expression du temps mis par le mobile pour atteindre le som- 
met de la parabole. Si donc nous remplaçons / par cette valeur dans les 
équations (i) nous obtiendrons ses coordonnées. Elles sont : 

v' sin 2a 

X — 4v— • 

^9 



y = 



v^ sin* a 



2^ • 



c) Amplitude du tir, — L'amplitude du tir est la distance horizon- 
tale OR qui sépare le point de départ du mobile du point Roù il vient 
frapper le plan horizontal au-dessus duquel il s'élève. Sa valeur, double 
de l'abscisse du sommet, a pour expression : 

^o v^ sin 2% 
9 

Elle est maximum en même temps que sin 2a c'est-à-dire quand 
a = 45°. 

Le tir d'amplitude maximum correspond donc à une inclinaison 
de 45^ 

d) Parabole de sûreté. — L'équation de la trajectoire du projectile 
peut s'écrire : 

1^ tg^a — cctgn -^ |^ 4- y = 0. 
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Son enveloppe, que Ton obtient en écrivant que l'équation en tg:L a 
ses deux racines égales, a pour équation : 






2y 



Elle représente une parabole d'axe Qy à laquelle on donne le nom de 

irabole de sûreté et dont l'ordonnée du sommet est xr- . EU© correspond 
f Ig 

hauteur à laquelle s'élèverait le projectile s'il était lancé verlicale- 

t. 

Inclinaison à donner à la vitesse dHmpulsion 'pour atteindre un 

donné. — Soient x^ y,, les coordonnées du but Mj à atteindre et 
'inclinaison de la vitesse d'impulsion. La trajectoire du projectile a 
ir équation : 

»ar hypothèse elle doit être vérifiée lorsqu'à 2; et à y on [substitue a?, 
I^j. L'équation qui permet de déterminer a est donc : 



gx 



gx' 



Comme' elle est du second degré, il en résulte qu'en général on peut 
teindre le but donné de deux manières par deux paraboles passant 
ir le point et tangentes à la parabole de sûreté à la condition toute- 
)\% que le point M soit à l'intérieur de cette dernière. 
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120. Expression des composantes suivant les axes Oo?, Oy de la vi- 
tesse d'un point mobile dans un plan. — Soient M et M' les positions 
du mobile aux époques ^ et ^ + A^, MP et M'P les parallèles aux axes 
de coordonnées menées par ces points et 0' le point où la droite (D) 
coupe l'axe 0^. Par définition même des coordonnées d'un point, on 
peut poser : 



U'M = œ, 



m = y. 



Pour communiquer au point M son mouvement par rapport au sys- 
tème œOy^ on peut le regarder comme faisant partie d*uu système S| 
constitué par la droite (D) qui se déplace parallèlement à elle-même de 
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telle façon que son extrémilé 0' décrive Taxe 0^ et possédant par rsp- 
port à lui un mouvement qui lui communique le déplacement MF pen- 
dant le temps àt. Sa vitesse à l'instant t est donc la résultante de sa 
vitesse relative et de sa vitesse d entraînement. 
Or, si on regarde sur la droite (D), trajectoire relative du mobile, le 

point 0' comme origine des espaces, â? joue le rôle de s et -^ est l'ex- 
pression de la vitesse relative. 



^ jt>. 



s 



n* 



M — ? S 



d CD) 



FJg. 71 

De même la vitesse du point 0' représente la vitesse d'entratnemenl 
du point M ; son expression est donc -^ . 
Par suite : 



m = ©-(I) 



autrement dit : 

A un instant t, les projections sur deux axes rectangulaires Oa:^ 
Oy, de la vitesse d^un mobile de coordonnées x, y, sont ; 



Vs 



dx 
di' 



dp 

~ dC 



121. Expression des composantes suivant le rayon vecteur et la. 
perpendiculaire au rayon vecteur de la vitesse d'un point mobile dans 
un plan. — Soient M et M' les positions du mobile aux époques t et 
f + A^ P le point où Tare de circonférence décrit de comme centre 
avec OM' pour rayon coupe le rayon OM, r et 6 les coordonnées polaires 
du point M. 

On peut regarder le mouvement du point M par rapport au plan xOtf 
comme résultant de deux mouvements simultanés : 

l** Un mouvement relatif de M sur le rayon vecteur CM et auquel 

dr 
correspond une vitesse dont Texpression est -rj ; 
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2^ Un mouvement d*entra!nement que lui communique le rayon- 
vecteur OM tournant autour de l'axe projeté en sur le plan de la li- 
gure et auquel correspond une vitesse r ->- . 




Fig. 72 



Il en résulte que : 



(V) = ©-(^S). 



5^ et -?- étant les composantes de la vitesse suivant le rayon vecteur 
di ai "^ 

et la perpendiculaire au rayon vecteur. 



122. Expression des composantes suivant trois azâs Qxy Oy, Qz, 
à» Ift vitesse d'un point mobile daais l'espace. — Soient M et M' les 
positions du mobije aux époques t ei t -h A^, x,y, Zy les coordonnées 
de la première, x'Oy' le plan passant par les point M et parallèle au plan 
aOy, Q la projection du point M' sur ce plan, MP et PQ deux droites 
respectivement parallèles aux axes Oos et Oy. 

On peut regarder le mouvement du point M comme résultant de trois 
mouvements simultanés : 

i^ Un mouvement relatif sur la droite MP auquel correspond une 

vitesse égale à -jj (119). 

2^ Un mouvement d'entraînement de la droite MP par rapport au 
plan x'Oy qui communique à tous ses points un déplacement parai- 

lèle à Oy et auquel correspond une vitesse égale à ^ (119). 
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3° Un mouvement de translalîon du plan a/Oy par rapport au sys- 
tème Oxyz tel que le point 0' décrive Taxe Oz et auquel correspond 



une vitesse é^çale à -j- . 
° ai 



H en résulte que : 



(') - (f ) - (I) - m 




Fig. 73 



A Vinsiant ^ (g/)» \dt)\'di) *^^^ ^^s pi^ojec lions sur les axes 
Oœ, Oy, Oz, de la vitesse d'un mobile M de coordonnées x, y, z 



123. Expression des composantes de la vitesse d'un mobile sui- 
vant le rayon vecteur HP, la tangente HQ au méridien et la tanguante 
HR au parallèle de la sphère de centre et de rayon OH. -— Soient 
p, 6, ? les coordonnées polaires du point M. On peut regarder son mou- 
vement comme résultant de trois mouvements simultanés : 

1° Un mouvement relatif sur le rayon vecteur OM et qui lui commu- 

do 
nique une vitesse égale à ~ (180). 

2^ Un mouvement d'entraînement, rotation du rayon vecteur OM 
autour du point dans le plan ^OM, qui lui communique une vitesse 

égale ^ 9 -SI portée par MQ (180). 

3° Un mouvement d'entraînement, rotation du plan zoM autour de 
Taxe Oz, qui lui communique une vitesse égale à p sin 6 ~ portée par 
MR 
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En sorte que : 



(V) 



= m - ( 



^^•:) 



(p ». • t) 




Fig. 74 

124. Cas général. — A un instant donné le vecteur qui représente la 
vitesse d'un mobile par rapport & un système S„ peut être regardé comme 
la résultante den vecteurs. (VJ, (V,)... (V„), auxquels on peut faire cor- 
respondre (n — l)8ystèmes S^, Sg... Sn_j d'entraînement. I^ mobile M, 
à l'instant considéré, possède par rapport au système Sj la vitesse (VJ ; 
le point (Pj) du système Sj qui coïncide avec lui possédera par rapport 
au système Sj une vitesse (Vj) ; de môme le point P, du système S., qui 
coïncidera avec le point P, possédera par rapport au système Sg une vi- 
tesse (V3) et ainsi de suite. 

Celte conception nous permet alors d'envisager le mouvement du 
point M par rapport au système S„ comme résultant des n mouvements 
simultanés que nous venons de définir. 



MÉTHODE DE ROBERVAL 
POUR LA CONSTRUCTION GÉOMÉTRIQUE DES TANGENTES 

AUX COURBES PLANES 

125. — La construction des tangentes aux courbes planes par la mé- 
thode de Roberval est une application directe du problème delà décom 

BouRouioNON — Cours de cinématique % 
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position des mouvements. Elle consiste à regarder la courbe doDnée 
comme la trajectoire d*un mobile animé de plusieurs mouvements si- 
multanés dont OB peut déGnir les vitesses à Finstant considéré ; leur 
résultante est la vitesse résultante du mobile c'est-à-dire la tangente à 
la trajectoire. 

186. Tangente à une ellipse. — L'ellipse est une courbe plane dont 
la somme des distances r et r' d'un quelconque de ses points M à deux 
points fixes F et F' appelés foyers est constante ; autrement dit : 

r -H / = 2a. (i) 

Pour construire la tangente au point M, nous regardons Tellipse comme 
la trajectoire d'un mobile se déplaçant dans le sens de la flèche f sous 
rinfluence de deux mouvements simultanés : 

10 Un mouvement relatif sur le rayon vecteur FM auquel correspond 

une vitesse -^ représentée par le vecteur M P. 

i" Un mouvement d'entraînement qui est une rotation du point M 
autour du foyer F et auquel correspond une vitesse perpendiculaire à 
MF ; si nous connaissions sa valeur algébrique nous la porterions de P 
en R et en joignant MR nous aurions la tangente cherchée. 



Fig. 75 

En raisonnant relativement au foyer F' comme nous venons de le 
faire pour le foyer F, nous sommes conduits à regarder la vitesse de M 

comme la résultante de deux vecteurs : l'un (MP') égal ^ ;fr ci porté 

par MF' ; l'autre (P'R) perpendiculaire au rayon vecteur F'M au point P'. 
En sorte que le point R, intersection des vecteurs (PR) et (P'R), n'est 
autre que rexirémité de la vitesse résultante (MR) que nous cher- 
chons. 
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Propriété de la tangente en un point. — En prenant les dérivées par 
rapport au temps des deux membres de Téquation (1), nous obtenons 
ia suivante : 

dt^ dt "" 

Elle exprime que les vitesses relatives définies précédemment sont 
•égales en valeurs absolues ; ils en est par suite de même des vecleurs 
{jVlP) et (MP') qui les représentent. De Tégalilé des triangles rectangles 
AIPR, M'P'R qui ont Thypoténuse commune et les côtés MP, JMP' de 
Fangle droit égaux, on déduit celle des angles PMH, P'MR. 

La tangente à l'ellipse fait donc avec tun des rayons vecteurs et le 
prolongement de Vautre des angles égaux. 

Ce procédé, qui fait intervenir deux foyers, n'est applicable qu'à l'el- 
lipse et à l'hyperbole. Nous allons en indiquer un autre applicable à 
•toutes les coniques. 

127. Tangente & une conique quelconque. — Le lieu des points d'un 
plan, dont le rapport des distances à un point fixe appelé foyer et à une 
droite fixe nommée directrice est constant, est une conique. Celte cons- 
tante e est Texcentricité de la conique; elle est plus petite, plus grande 
ou é^ale à l'unité suivant que la courbe est une ellipse, une hyperbole 
ou une parabole. 




Fig. 76 

Ceci posé, soit M un point quelconque d'une conique de foyer F, de 
directrice D et répondant à Téquation : 



r 
V 



0) 



où r et p désignent les longueurs MF et MP. 



\ 



» i 

* •* 

■* » 
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Nous pouvons la regarder comme la trajectoire d'un mobile se dépla- 
çant, dans le sens de la flèche /*, sous l'influence de deux mouvements 
simultanés : 

1° Un mouvement relatif du point M sur le rayon vecteur FM auquet 

correspond une vitesse -r: • 

2° Un mouvement d'entraînement qui lui est communiqué par la ro- 
tation du rayon FM autour du point F dans le sens de la flèche /". 

L'échelle du dessin étant arbitraire, nous pouvons la choisir de façon 
que le vecteur (MF) représente la vitesse relative. Si alors en F nous lut 
élevons une perpendiculaire, elle contiendra l'extrémité R de la vitesse 
résultante. 

Nous pouvons encore regarder la conique comme décrite sous Fin- 
lluence de deux autres mouvements simultanés : 

1° Un mouvement relatif sur la droite MF, du point M vers le point P^ 

et auquel correspond une vitesse égale à -T- 

2° Un mouvement d'entraînement qui communique à la droite MP et 
par suite au point M un mouvement de translation rectiligne parallèle à 
la direction (D), et auquel correspond une vitesse dont la direction est 
celle de cette droite. 

Pour composer ces deux vitesses, prenons les dérivées par rapport a» 
temps des deux membres de Téquation (1), mise sous la forme 7^= epy 
nous obtenons : 

dr dp ,, , fft 

-y- = e -J. a ou __ = g 

dl dt ftp 



lit 



ou bien encore, 3 étant l'échelle du dessin : 

dr 
""'dt MF 



dp MP 
""dt 

dr 
Mais par hypothèse, a -^ = MF ; donc : 

aî^ = MP. 
dl 

La vitesse relative du poiiU M sur la droite MP est donc représentée 
par le vecteur (MP) et la droite PR porte le vecteur équipollenl à celui 
qui représente la vitesse d'entraînement. 



T » • 
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L'extrémîté R de la vitesse résultante est donc rînlerseclion de la 
droite FR et de la directrice (D). 

Il en résulte que pour obtenir la tangente en un point M d'une 
conique nous menons par le foyer la ptnyéndiculaire au rayon vec- 
teur correspondant jusqu'à sa rencontre en R avec la directrice , la 
droite MR est la tangente cherchée. 

128. Tangente & une spirale d*Archiméde. ^- Une spirale d*Archi- 
mède est une courbe plane telle que le rapport des coordonnées polaires 
OM=7% a;OM = 6, d'un quelconque de ses points est constant. Ce rap- 
port est le paramètre de la spirale; si on le représente par j9, la relation 
q u i lie r à est : 



r 
6 



= P' 



Nous pouvons regarder celte courbe comme la trajectoire d'un mobile 
soumis à deux mouvements simultanés : 

1** Un mouvement relatif du point M sur le rayon vecteur OM, de 

O vers M, et auquel correspond une vitesse égale à -t-- • 

2^ Un mouvement d'entraînement du rayon OM qui tourne autour du 

m 

point dans le sens de la flèche et auquel correspond une vitesse 
égale à ^j- . 




a> 



Fig. 77 



Pour composer ces deux mouvements, prenons par rapport au temps, 
la dérivée de Téquation de la spirale r =p6; nous obtiendrons : 



dr 
dt'^P 



dB 
dt 



d'où 



dr 
dï 

dl 



= p, 
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OU bien encore : 

dr 



dQ ~"r 

représentant l'échelle du dessin. Si nous la choisissons de façon que : 

dr 

la proportion précédente donnera : 

d^ 

Autrement dit la vitesse résultante MR est la résultante (Tuîie 
vitesse relative (MP) de longueur p et d'une vitesse d* entraînement 
(PR) de longueur r. 

Propriété de la sous-normale en un point quelconque, — Au point 
M, menons la normale à la spirale et prenons son point de rencontre S- 
avec la perpendiculaire élevée en au rayon vecteur OM ; le segment 
OS ainsi déterminé est la sous- normale de la spirale relative au point M. 

Les triangles OSM, MPR ont leurs côtés respectivement perpendi* 
culaires; de plus aux angles égaux S et M sont opposés des côtés OM 
et PR égaux ; il sont donc égaux. Il en résulte que 

0S=J3. 

La soUeS-normale à la spirale d^Archimède en tcn point quelconque 
est donc constante et égale au paramètre. 

189. Tangente à une cyclolde. — Considérons la cycloïde engendrée 
par un point M d*un cercle C roulant sur une droite x'x. Par déGnition 
môme du roulement, les déplacements géométriques, 01 =-- Z, IM = .^, 
du point de contact sur les deux courbes, sont égaux. Par suile : 

s = L («) 

Nous pouvons regarder cette courbe comme la trajectoire d*un mobile 
soumis à deux mouvements simultanés : 

1® Un mouvement relatif du point M sur la circonférence C qui lui 

fait parcourir l'arc JM pendant le temps t et auquel correspond une 

ds 
vitesse j représentée par le vecteur (MQ). 
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2*> Un mouvement d'enlraînement de translation rectiligne parallèle 
à œ'œ qui fait parcourir au point M pendant le môme temps la longueur l 

et auquel correspond une vitesse . représentée par le vecteur (MF). 

En prenant la dérivée de l'équation (1) par rapport au temps, il 
vient : 



dt 



dl 
dï 




JC» 



par suite . 
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(MQ) = (MP). 



La tangente cherchée est donc la diagonale MR du losange MPQR. 
Elle partage l'angle ijMF en deux parties égales et passe par conséquent 

par le milieu V de Parc MIS? 

JLa tangente en un point M dhine cycloïde s'obtient donc simple^ 
ment enjoignant le point M au point V diamétralement oppose ait 
point de contact I de la base et de la roulante. 



\ 
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CI\ÉMATIQL£ DES SYSTÈMES IiWARIABLES 



CHAPITRE PREMIER 



MOUVEMENTS DE TRANSLATION ET DE ROTATION 



L'étude des mouvements des systèmes invariables repose sur le théo- 
rème général suivant : 

130. Théorème. — La connaissance des mouvements de trois points 
non en ligne droite dans un système invariable suffit pour définir le 
mouvement du système. 

Marquons en A,B,C, Aj,Bj,Cj, les positions occupées aux époques 
t et t^ par les trois points du système dont nous connaissons les mou- 
vements. La position M d*un point quelconque du système à l'époque 
t est déGnie par ses distances MA, MB, MC 
aux trois points A, B, C; elles demeurent 
constantes quand le temps varie puisque 
le système est invariable (31). Si donc, 
des points Â^, Bj, Cj, comme centres avec 
des rayons respectivement égaux à MA, 
MB, MC, nous décrivons trois sphères, 

elles se couperont en deux points Mj et M'j symétriques par rapport 
au plan A^B^C^. L'un d'eux Mj, tel que les deux tétraèdres MABC, 
MiA^BjCj aient la même disposition, sera la position du point Ma TépO- 
que t^. 
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A une époque quelconque, nous pouvons donc marquer la posîlioiv 
d'un point arbitraire du système, ce qui exige que le mouvement de ce 
dernier soit déterminé. 

Dans le cas où le système invariable en mouvement est plan, le théo- 
rème précédent se simpiiGe et peut s'énoncer : 

Les mouvements de deux points d'un système pla7i pei*metient de- 
définir le mouvement du système, 

131. Remarque. — La démonstration précédente conduit au résultat 
suivant : 

Pour établir la coïncidence d'une figure mobile avec une de ses- 
positions il suffit de placer trois de ses points, non en ligne droite^ 
sur leurs Jiomologues. 

MOUVEMENT DE TRANSLATION 

132. DÈPiNiTiON. — Lorsqu'on peut passer d'une position d'un sys- 
tème à une autre position quelconque en faisant décrire à tous les points 
du système des droites égales et parallèles, son mouvement est dit de- 
translation; il est recliligne ou curviligne suivant que les trajectoires 
de ses diiïérents points sont droites ou co rbes. 

133. Théorème. — A un même instant, dans un mouvement de^ 
translation, tous les points du système ont des vitesses égales et 
parallèles, 

Soient,enefiel,M et M^ les positions de deux points du système à une 
même époque t. M' et }\\ leurs positions à l'époque t -4- ^t. Par déGnitîon 
même du mouvement de translation, les segments MM', M^M/ sont 
égaux et parallèles et l'on peut écrire : 

ùit M 

H en résulte que, pendant le temps ^t, les vitesses moyennes des points 

M et Mj, représentées par les vec- 
teurs MP et MjPi, sont égales et 
parallèles. Ce résultat est indépen- 
dant de la grandeur de A/; il est 
donc vrai quand A^ tend vers zéro. 
Autrement dit : A une même 
époqite^ les vitesses de deux points 

quelconques M et M^, <Pun système invariable en mouvement de trcms- 

lation, sont égales et parallèles. 
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RÉcipnoQUB. — Si, à une époque quelconque^ les inlesses de tous les 
points d*un système invariable sont égales et parallèles, le mouvement 
du système est de translation, 

Soieoty en effet, à i*époque t, M et M^ les positions de deux points 
quelconques du système œ, y, z, x^, y^, s^, leurs coordonnées par rap- 
port à un trièdre Oxyz, Les vecteurs qui représentent leurs vitesses élant 
égaux et parallèles, il en est de même de leurs projections sur un même 
axe et réciproquement. Par suite (98) : 



dx 
dt 


dx^ 
'~' dt 


dy 
dt 


dt 


dz 
dt 


dt 


X — 


x^ - a 



OU 9 en intégrant : 



2/ — 2/i = ? 

- — ^1 = T 

a, p, V désignant trois constantes. Ces égalités expriment, que les pro- 
jections du segment MM^ sur les axes de coordonnées sont toujours les 
mêmes. Il reste donc parallèle à lui-môme dans le déplacement du sys- 
tème auquel il appartient. Si donc M'M'^ est sa position à Tépoque t + A/, 
la figure MMjM'M', est un parallélogramme. 

Les segments de droite MM', MjM', sont donc égaux et parallèles et le 
mouvement du système est de translation. 

MOUVEMENT DE ROTATION 

134. DÉFINITION. — Lorsqu'un système qui se déplace a deux points 
fixes, le seul mouvement qu'il puisse prendre est un mouvement de ro- 
tation autour de la droite joignant les deux points à laquelle on donne 
le nom d'axe de rotation. 

135. Thkorèmb. ^ a un même instant, les vitesses angulaires de 
tous les points d*un système invariable en mouvement de rotation sont 
égales. 

Soient, en effet, M et N deux points du système à une même époque/. 
Leurs trajectoires sont des circonférences de centres et 0', de rayons 
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OM el O'N, dont les plans P et Q sont perpendiculaires à Taxe de rota- 
tion. 

Si, dans le plan P, par le point 0, nous traçons un axe Oo? et si nous 
désignons par a l'angle ;^OMy la vitesse angulaire du point M aura pour 
expression, à l'instant considéré : 



U) 



da 
di' 



Pour évaluer celle du point N, projetons sur le plan P le rayon O'N 
en ON'. Les deux segments O'N et ON' sont égaux et parallèles et si 
nous représentons par P Tangle irON', la vitesse angulaire du point N 
aura pour expression, à Tinstant considéré : 



(I)' 



dl 
de' 




Fig. 81 



Or, lorsque le temps varie, la distance NN' des deux plans paral- 
lèles P et Q demeure constante ; il en est de même de la longueur MN 
puisque le système est invariable. Le triangle rectangle NN'M a donc 
son hypoténuse et un côlé NN' de l'angle droit constants ; son troisième 
côté MN' l'est donc aussi. Il en résulte que les grandeurs des côtés du 
triangle MON' sont constantes; il en est donc de même de l'angle MON' 
et Ton peut écrire : 

P = a -f- c'^ 

En prenant les dérivées par rapport au temps des deux membres de 
cette égalité, il vient : 

rfp doL 

dï^di' 



ou : 



U) 



m'. 



MOUVEMENTS DE TRANSLATION ET DE ROTATION 109 

136. Relation, à une môme époque, entre les vitesses linéaires des 
différents points du système. — Soient, à une même époque. M, M', 

M' , diflérents points d'un système en mouvement de rolalion, R, R', 

R'' , leurs distances respectives à^ l'axe de rotation et w leur vitesse 

angulaire commune. Leurs vitesses linéaires v^ v', v" ont pour 

expressions (75) : 

V = a)R, v' = wR', v' = iàR\ 

Par suile : 

V ?/ v" 

R"" ÎV'~^R''"~' N 

Autrement dit : dans un mouvement de rotation, les vitesses linéaires 
des différents points du système sont pj^oportionnelles à leurs dis^ 
lances à taxe de rotation. 

137. Problème. — Un système invariable en mouvement de rotation 
uniiorme fait n tours par minule, trouver la relation qui existe entre le 
nombre n et la vitesse angulaire u) du système. 

Cette vitesse angulaire est celle d'un point quelconque du système ; 
la relation cherchée est donc celle établie (76). Par suite : 

T,n 

138. — On peut considéier le mouvement de translation comme un 
cas particulier du mouvement de rotation lorsque Taxe s'éloigne à 
l'infini. 



CHAPITRE II 



MOUVEMENT D'UN SYSTÈME INVARIABLE PLAN, 
QUI SE DÉPLACE DANS SON PLAN 



139. Mouvements élémentaire et continu d'un système. — On appelle 
'mouvement élémentaire d'un système, son déplacement pendant un 
temps inGniment petit et mouvement continu son déplacement pendant 
un temps Gni. Un mouvement continu résulte donc d'une suite inîn^ 
terrompue de mouvements élémentaires. 

140. TnéoRÈMB. — On peut toujours passer d'une position P (Tuîie 
figure plane de grandeur invariable à une autre positio7i P' par une 
rotation autour d'un axe perpendiculaire à son plan. 

Soient A et B deux points de la Ggure P, A' et B' leurs homologues 
dans la Ggure P'. Si par un déplacement de la Ggure P nous pouvons 

amener A sur A\ B sur B\ nous aurons 
établi la coïncidence des deux Ggures. A 
cet eflet, sur les milieux de AA' et de BB' 
élevons des perpendiculaires et désignons 
par leur point de rencontre. Les deux 
F^S- ^2 triangles OAB, OA'B' sont égaux comme 

ayant leurs trois côtés égaux chacun à chacun, à savoir : OA = OA', 
OB = OB' par construction et AB = A'B' puisque le système est inva- 
riable. Il en résulte que : 




AOB = A'OB'. 

Si donc nous faisons tourner la Ggure P autour de Taxe de l'angle 
AOB de façon à appliquer A sur A', B viendra sur B' et nous aurons 
établi la coïncidence des deux Ggures. 

Si les droites AA', BB' sont les bases d'un trapèze isocèle, les perpen- 
diculaires élevées en leurs milieux sont confondues. Mais par une rota- 
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lion aalour de Taxe qui passe par le poînl I de rencontre des côtés AB, 
A'B' on peut amener A sur A', B sur B' et par suite établir encore la 
•eoîacidence des Ggures P et P'. 





Fig. 83 



Fîg. 84 



Si les côtés AA' et BB' sont parallèles, la figure AB A'B' est un parallé- 

» 

logramme et Ton peut amener A sur A', B sur B' par une translation, 
•cas particulier d'une rotation (138). 

141. Théohèmb. — A une époque déte^^minée, le mouvement élémen- 
taire d*un si/slème plan qui se déplace dans son plan est une rotation 
autour d'un certain axe appelé axe instantané de rotation de l'époque 
considérée et qui perce le plan du déplacement du système e/i wn 
point qui porte le nom de centre instantané de rotation. 

Ce théorème résulte du précédent; il suffit de supposer que les posi- 
tions P et P' du système sont séparées par un intervalle de temps iofini- 
meot petit. 

142. Théorème de Chasles. — A un même instant, les normales aux 
trajectoires des différents points d*vn système invariable plan qui se 
•déplace dans son plan, concourent au centre instantané de rotation 
-de V époque considérée. 




Fig. 85 



Conservons en effet les notations du théorème (140) et désignons 
par î, le centre instantané de rotation de Fépoque t considérée. L'arc 
inGniment petit de trajectoire du point A peut alors être confondu avec 
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un arc de circonférence décrit de I comme centre avec lA pour rayon. La 
normale en A à cette trajectoire passe donc bien par le point I et comme 
c'est un point quelconque du système invariable en mouvement, le Ihéo- 
rème est démontré. 

143. Application. — Dans un système bielle et manivelle permettant 
de transformer un mouvement rectiligne alternatif en un mouvement 
continu de rotation ou inversement, trouver la relation qui existe, à un 
même instant, entre la vitesse linéaire de la tige du piston et la vitesse 
angulaire de Tarbre de rotation. 
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Prenons pour plan de la figure un plan perpendiculaire à l'axe de 
rotation et considérons le système en mouvement à une époque t où la 
bielle occupe la position AB. Cette bielle est une figure de grandeur 
invariable qui se déplace dans le plan de la feuille de papier de telle façon 
que ses extrémités A et B décrivent, la première la circonférence OA, 
la seconde la droite OB. Les normales lA, IB aux trajectoires de ces 
points se coupent donc au centre instantané de rotation I de l'époque 
considérée (142). Si donc nous désignons par Va, V^ leurs vitesses, nous 
pourrons écrire (136) : 

V V 

Va ' B 

IATB" 

Or, le bouton A de la manivelle OA est en mouvement de rotation 
autour de Tarbre et si eu désigne sa vitesse angulaire, V^ a pour 
expression : 

V^ = o) X OA. 



Par suite : 



V„ = 0. X OA X J J 
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Au point élevons une perpendiculaire à la direction du mouvement 
rectiligne et prenons son point de rencontre P avec la bielle. Les deux 
triangles AIB, OAP sont semblables et donnent la relation : 

IB _ OR 
lA ~" Dà' 

La vitesse V3 de la tige du piston a donc pour expression : 

V3 = w X OP. 

Si donc Varhre tourne d'un mouvement de rotation unifoi*w£^ la 
n^itesse de la tige du piston est proportionnelle au segment OP. 

144. Application. — Dans un système bielle et manivelle, per- 
mettant de transformer une rotation en une autre q^ui lui est parallèle, 
trouver la relation qui existe, à un même instant, entre les vitesses 
angulaires des deux arbres. 

Pour fixer les idées, supposons les axes de rotation perpendiculaires 
aia plan de la figure et figurons en OAA'O la position du système à 
l'époque t. Désignons par ta, ta' les vitesses angulaires des arbres et par 
V^, \j^,y les vitesses linéaires des boutons A et A'. 

Les rayons OA, O'A', normaux aux trajectoires des boulons A et A' 
«e coupent au centre instantané 1 de rotation (142). Par suite : 

V,. - TA' 



.^ 



• 



,^ 



• 



♦ 




c- 



Fig. 87 



Mais : 



V^ = o) X OA, 

V^. = lo' X O'A'. 

BouftOUiONON — Cours de cinématique 
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Si nous substituons ces valeurs dans la proporli&n précédente, il 
vient : 



co 



o> 



lA x_0;A' 



Or la transversale A A' détermine sur les côtés du triangle 010' six 
segments ; le produit de trois d'entre eux non consécutifs est égal au 
produit des trois autres. 

lA X OB X O'A' = lA' X O'B X OA, 
et le rapport cherché a pour expression : 



(0 

w' 



O'B 
OB 



Les vitesses angulaires sont donc inversement proportionnelles au^ 
distances des centres de rotation au point de rencontre de la bielle 
avec la ligne des centres. 

145. Mouvements de roulement, de glissement simple et de glisse- 
ment mixte. — Soient (C) et [G) deux courbes, la première Gxe et la 
seconde mobile. 

a) Mouvement de roulement. — On dit que la courbe (C) roule sur 
la courbe (C) lorsque dans son mouvement elle lui reste constamment 
tangente et que les déplacements II', II ^ du point de contact sur les 
deux courbes sont à chaque instant égaux. 

Si, en particulier, on suppose Tare II' infiniment pelit, il en est de 
même de son égal IJ^ et on petit les confondre fous deux avec leurs 

cordes. 11 existe alors un arc de circon- 
férence décrit de I comme centre avec II' 
pour rayon qui passe par le point I, et 
Ton peut, par une rotation infiniment 
petite autour du point î, amener le 
point J' en coïnciilence avec l^. Il en 
résulte que Ton peut envisager le roule- 
ment comme une suite de rotations infiniment petites de la courbe (C) 
autour des points successifsde contact des deux courbes. 

Vitesse de roulement. — Si les positions (C) et (C'j) de la roulante 

correspondent aux époques t ei t -h M, la limite du rapport -^ lorsque 

àt tend vers zéro, s'appelle vitesse de roulement à l'instant t de la 
courbe {G) sur la courbe (C). Comme le roulement peut se faire, soit à 
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droite, soîl à gauche, on distingue ces deux cas Ton de Tautre en regar- 
dant la vitesse que nous venons de définir comme un nombre algé- 
brique, positif si le roulement se fait de la droite vers la gauche, négatif 
dans le cas contraire. 

b) Mouvement de glissement. — On dit que la courbe [G) glisse sur 
la courbe (C) lorsque dans son mouvement elle lui reste constamment 

tangente par le même point I. Si Tare 11^ mesure le déplacement de ce 

point de contact pendant le temps A^ la limite du rapport < , lorsque 

A^ 

A^ tend vers zéro, s'appelle vitesse de glissement, à Tinslant t^ de la 
courbe (C) sur la courbe (C). On convient comme précédemment de la 
regarder comme un nombre algébrique, positif si le glissement se fait à 
gauche par exemple, négatif dans le cas contraire. 

c) Mouvement de glissement mixte. — On dit que la courbe (C) a 
un glissement mixte sur la courbe (C) lorsque les points des deux 
courbes qui arrivent successivement en 

contact ne sont pas à la même distance les 

uns des autres. 

Cette dénomination de glissement mixte 

résulte de la considération suivante : 

Soient I le point de contact des deux „. „„ 

* Fig. 89 

courbes (C), {G) à l'époque t, I, et l'i les 

points qui viendront en coïncidence à l'époque < -h A^; pour fixer les 

idées, supposons 11, > 11',. Prenons sur Tare II, un point l' tel que : 

Nous pourrons alors passer de la position (C] de la courbe mobile à 
la position (C,) par deux mouvements successifs : 1° en faisant rouler 
(C) sur (C) de façon que le point \\ vienne en V ; 2*^ en faisant ensuite 
glisser (C) sur (C) de façon que le point 1', vienne en I,. L'ensemble 
de ces mouvements de roulement et de glissement simple constitue le 
mouvement de glissement mixte. 

146. Mouvement épicycloldal. — Tout point M invariablement lié à 
une courbe (C) qui roule sans glisser sur une courbe (C) décrit une 
épicycloïde; d'où le nom de mouvement épicycloïdsl donné au dépla- 
cement de la courbe mobile. 

147. Mouvement continu d'un système invariable qui se déplace 
dans son plan. — Le mouvement continu d'un système invariable plan 
qui se déplace dans son plan est un mouvement épicycloïdal obtenu 
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en faisant rouler une courbe R, lieu des centres instantanés de rota- 
tion dans le plan mobile, sur une courbe fixe B, lieu des centres 
instantanés de rotation dans le plan fixe. 

Nous pouvons toujours supposer que le plan du système invariable 
en mouvement se déplace sur un plan fixe; nous avons alors à chaque 
instant deux plans en coïncidence : l'un est fixe, l'autre mobile. 

Ceci posé, considérons aux époques t, t -h At, t + 2A^, t -H 3A^,... 
les positions P, P', P', P'^,... du système en mouvement. Nous pouvons 
passer de la position P à la position P' par une rotation d'angle Aa 
autour d'un point du plan fixe (140); de la position P' à la position 
P* par une rotation d'angle Aa' autour d*un point 0' du même plan ; de 
la position P' à la position P'^ par une rotation Aa'' autour d'un point 
0" et ainsi de suite. Pour fixer les idées, nous supposerons que toutes 
ces rotations s'effectuent dans un même sens, celui de la flèche /* par 
exemple. 




<>•/ 



Fig. 90 



Traçons dans le plan mobile le polygone 00\0*iO"'j... défini comme 
suit : Le côté 00'^ est égal au segment 00' et peut s'appliquer sur lui 
par une rotation d'angle Aa, de sens /*, autour du point 0. La droite 
0\x fait avec OO'i un angle Ô6\x égal à Tangle 05^ de telle façop 
qu'après la rotation précédente elle coïncide avec le segment O'O". Le 
segment 0',0*i est égal à O'O* et fait avec 0\x un angle Aa' tel 
qu'une rotation de sens /*, d*angle Aa' autour du point 0\ l'amène en 
coïncidence avec la droite 0\x. La droite 0\y fait avec le segment 
O'jO'j un angle 0\0^ égal à l'angle ÔV^ et de même disposition. 
Le segment O'^O'", est égal à O'O"' et fait avec 0",^ un angle Aa' tel 
qu'une rotation de sens /*, d*angle Aa'', autour du point 0\ l'amène en 
coïncidence avec la droite 0\y et ainsi de suite. 

Si nous regardons le polygone 0(y^0\0"'^.., comme invariablement 
lié à la figure mobile, il se déplacera avec elle et ses différents sommets 
viendront successivement en coïncidence avec ceux du polygone fixe 
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OO^CKO'^... £a effet» lorsque la figure mobile passe de la position P à la 
position P' elle tourne dans le sens de la flèche / de Tangle A» autour 
du point ; le côté OO'j vient alors s'appliquer sur 00', le point 0', en 0, 
et la droite 0\x prend la direction du côté O'O". Lorsqu'elle passe de la 
position P' à la position P'', elle tourne toujours dans le même sens de 
Tangle ^a autour du point 0'; le côte O'jO'^j vient alors s'appliquer sur 
O'O'', le point 0'^ en 0' et la droite 0\y prend la direction du côté 
(yO^ et ainsi de suite. Les côtés du polygone mobile coïncident suc- 
cessivement avec ceux du polygone Vixe et l'on passe de Tune de ses po- 
sitions à la suivante par une rotation autour de l'un des deux sommets 
communs. 

Faisons tendre It vers zéro, les polygones OO'O" ..., OO'iO", ... de- 
viennent des courbes ayant à chaque instant un côté infiniment petit 
commun ; elles sont donc constamment tangentes et le déplacement de 
celle R qui est invariablement liée à la figure mobile, se composant 
d'une suite de rotations infiniment petites autour des points de contact 
successifs des deux courbes, résulte d'un mouvement épicycloïdal. 



148. AppLicATioN. — Rechercher la base et la roulante dans le mou- 
vement d'une barre dont les extrémités A et B parcourent deux droites 
fixes Oo?» 0^, faisant entre elles un angle 
quelconque. 

a) Recherche de la base. — Soit AB 
la position de la barre à l'époque t. Elle 
constitue un système invariable qui se 
déplace dans le plan de l'angle xoy. Le 
centre instantané de rotation de Tépoque 
considérée se trouve au point 1 intersec- 
tion des normales AI et BI aux trajec- 
toires des points A et B (142). Le qua- 
drilatère OAIB qui a deux angles &H{ 
et OAi droits est inscriptible et Ton peut 
regarder .la circonférence qui lui est cir- 
conscrite comme cotn prenant le segment 
BOA décrit sur AB et capable de l'angle 
constant aOy; son diamètre 01 est dona 
constant et la base (B), lieu du point I 
dans le plan fixe, est la circonférence de centre et de rayon OL 

b) Recherche de la roulante. — Pour définir la roulante considérons 
un observateur attaché au plan mobile. S'il n'a pas conscience de son 
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mouvement, le plan mobile lui semble fixe et par suite la barre AB ; le 
pian fixe devient pour lui mobile et les droites Ox, Oy se meuvent en 
passant à chaque instant par des points ûxes A et B et en faisant entre 
elles un angle constant. La roulante (R), lieu du point I, peut alors être 
regardée comme le lieu du sommet d*un angle BIA constant doot les 
côtés passent par deux points fixes A et B ; c'est donc la circonférence 
décrite sur 01 comme diamètre. 

On peut donc réaliser le mouvement de la barre en la supposant re- 
liée invariablement à la circonférence OAIB qui roule sur la circonfé- 
rence 01 de rayon double. 

149. THéoRÈMK. — Tout point G (ïune circonférence qui roule à 
Vinièineur d'une circonférence de rayon double décrit un diamètre de 
la circonférence fixe- 

£n effet, puisque le point C (fig 92) est fixe sur la circonférence mo- 
bile, la distance 5^ qui le sépare d*un autre point B, de cette circonfé- 
rence est constante ; Tangle BOC a donc toujours la môme valeur. Or le 
point B, extrémité de la barre AB, est à chaque instant sur Oy ; le côté 
OB de Tangle BOC est donc fixe et il en est de même du côté OC. Le 
lieu du point C est donc le diamètre OC. 

Si donc, nous articulons au point C une tige guidée ne pouvant 
prendre qu'un mouvement de translation suivant OC, il suffira de faire 
rouler la petite circonférence sur la grande pour communiquer à la tige 
un mouvement rectiligne alternatif. 

C'est sur ce principe que repose V engrenage de Lahire ; nous Têtu- 
dierons dans la suite. 

150. Mouvement d'une figure plane dont deux points décrivent 
des cercles égaux. — La distance MM' des deux points en mouvement 
reste constante puisque le système auquel ils appartiennent est inva- 
riable. Si donc et 0' sont les deux points autour desquels ils tournent, 
la figure OO'MM' peut être regardée comme un quadrilatère articulé 
permettant de transformer une rotation continue^ de l'arbre en une ro- 

jg, ^ talion continue de Tarhre O'. H peut dès 

lors prendre diffère il tes formes comme 
nous rétablirons en cinématique pratique, 
^our Tinstant, nous nous contenterons 
d'étudier les trois suivantes : 

a) Le quadrilatère OMO'M' est un pa- 
^ig- ^ rallélogramme. La droite MM' reste 

parallèle à elle-même et le mouvement de la figure est une translation. 
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h) Les droites OM, O'M' sont les diagonales d'un trapèze isocèle. 
I^eur point de rencontre I est le centre instantané de rolation de Tépoque 
<x>n8Îdérée. Il est tel que : 

10 -h 10' = 10 -+- IM = OM 

La base est donc une ellipse de foyers G et 0' ; son grand axe a pour 
longueur OM. 




Fig. 93 

On a de même la relation : 

IM -+- IM' = OM. 

Par suite, pour un observateur attacbé au plan mobile et pour lequel 
les deux points M et M' semblent fixes, la relation précédente montre 
que la roulante, lieu du point I dans ce plan, est une ellipse, égale à la 
précédente et de foyers M et M'. 

c) Les droites OM et O'M' sont les côtés non parallèles d'un trapèze 
isocèle. Le centre instantané I de rotation de l'époque considérée est tel 
que : 

10 — 10' = IM' — 10' = O'M'. 




M* 
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Il décrit donc dans le plan fixe une hyperbole de foyers et 0' ; son 
axe transverse a pour longueur O'M'. C'est la base du mouvement. 
On a de même la relation : 

IM' — IM =^ OM. 
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Par suite, pour un observateur attaché au plan mobile et pour lequel 
les points M et M' semblent fixes^ la relation précédente montre que la 
roulante, lieu du point I dans ce plan» est une hyperbole égalé à la 
précédente et de foyers M et M'. 

151. Théorèmk. — Dans le cas du mouvement continu d'un systhne 
invariable plan qui se déplace dans son plan j la normale comw/u7ie à 
l'enveloppe et à Venveloppée passe à chaque instant par le centre ins- 
tantané de rotation. 

Soit en effet, (C) une courbe faisant partie du système plan en mou- 
vement. Dans son déplacement elle reste constamment tangente à une 
courbe E qui est son enveloppe. On peut donc faire sur le mouvement 
du système qui se déplace toutes les hypothèses qui laissent subsister 
le contact de ces deux courbes. 
a) La courbe (G) roule sur la courbe (Ë). (G) est alors la roulante et 

£ la base du mouvement. Leur point de contact est le 
centre instantané de rotation de l'époque considérée et 
le théorème énoncé est évident. 

h) La courbe (C) glisse sur la courbe (E). La tra- 
jectoire du point A considéré comme appartenant à la 
courbe (G) n'est autre que la courbe (E) et sa normale- 
en A, qui est aussi normale à la courbe mobile, passe 
d*après le théorème de Ghasles (142), par le centre 
instantané de rotation de l'époque considérée. 
Q^ c) Le mouvement de la courbe (C) est un glissement 

mixte. La vitesse du point A résulte alors de deux mou- 
vements simultanés : un mouvement de rotation autour de ce point 
qui lui communique une vitesse nulle; un mouvement de glissement 
simple qui fait parcourir au point A la courbe (E). Le déplacement élé- 
mentaire du point I est donc un arc de la courbe (E) et nous retombons 
sur le cas précédent. 

Toute autre hypothèse sur la nature du mouvement de la courbe (G) 
ne la maintiendrait pas en contact avec son enveloppe. 

152. Applicatiom. — Etant donné un système bielle et manivelle per- 
mettant de transformer un mouvement rectiligne alternatif en un mou- 
vement de rotation continu, trouver la position à laquelle correspond le 
maximum de vitesse pour la tige du piston. 

La bielle qui à l'instant t occupe la position AB, constitue un système 
invariable plan qui se déplace dans son plan. Le centre instantané de 
rotation est le point 1 de rencontre de la manivelle OA avec la perpen- 
diculaire en B à la trajectoire du mouvement rectiligne (142). Le pied 
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M de la perpendiculaire IM à la bielle est donc un point de la courbe 
qui l'enveloppe (151). On la détermine en répétant cette construction 
un certain nombre de fois et joignant les différents points obtenus par 
un trait continu. Contentons-nous de recbercber quelques points parti- 
culiers. 

Le point Bq correspond à la position OA^B^ où la bielle est dans le 
prolongement de la manivelle. 

Le point A^ correspond à la position OA^Bj où la manivelle OA^ est 
perpendiculaire à la bielle A^Bj. 

Enfin, àja position OA^B,, pour laquelle la manivelle OA, est per- 
pendiculaire à la direction du mouvement rectiligne, correspond un 
point à l'infini sur A^B g. La courbe enveloppe admet donc pour asymp- 
tote la droite Â^Bi. 




■-^^ ^-^ 



Fig. 96 



Lorsque le bouton A continue son mouvement et va de A2 en A,, le 
point M se déplace sur un arc de courbe asymptote à Â2B2 et aboutissant 
en un point B, tel que : A3B3 = AB. L'autre partie de Tenveloppe est 
symétrique de celle que nous venons d'obtenir par rapport à la direc- 
tion du mouvement recliligne. 

Ceci posé, si nous conservons les notations employés §143, à l'instant 
tj la vitesse V de la tige du piston a pour expression : 

V = (!> X OP. 

Si donc la manivelle OA tourne d'un mouvement uniforme le maxi- 
mum de V a lieu en même temps que celui de OP. Au départ le point 
F est en 0, il s'élève ensuite et vient occuper la position R lorsque la 
bielle est tangente en ce point à sou enveloppe; après quoi, il redescend 
de R en A2 et ainsi de suite. OR est donc le maximum de OP et la vitesse 
maximum de la tige du piston a pour expression : «> X OR. 



m 
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Elle correspond à une position de la manivelle intermédiaire entre les 
.positions OA^ et OA.2 où elle est respectivement perpendiculaire à la 
bielle et h la direction du mouvement rectiligne et cela parce que le 
(point R est situé entre le point A j et le point à TinGni de Tenveloppe. 
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153. Relation qui existe* à un instant, entre la vitesse ang^aire o 
d*un système invariable plan qui se déplace dans son plan, la vitesse 
>de roulement V de la roulante sur la base et leurs rayons de courbure 
p' et p. — Soient (R) et (B) la roulante et la base du mouvement^ I leur 
.point de contact à l'instant considéré, IC leur normale commune sur 
laquelle nous choisissons comme sens positif le sens de I vers C ; par 
suite de la disposition que nous leur avons donnée sur la figure, le 
Tayon de courbure IC de la base est positif et celui IC de la roulante 
•est négatif. 




Fig. 97 

Pour passer de la position de la figure à Tinstant ^ à sa position à 
l'instant t -+- It, nous, effectuons une rotation in uniment petite autour 
du point I de telle façon que le point l\ de la iT>ulante vienne en contact 
avec le point l^ de la base; les arcs 11^, [l\ doivent par suite être égaux. 
La normale \\c' vient alors s*appliquer sur la normale I^c à la base et si 
AO est la grandeur de l'angle qu'elles forment entre elles, nous pouvons 
écrire : 



b) 



= lim. 



"Ai 



= lim. .-^ 
A^ 



lim. 






p = lîm. le, p' = lim. le' 

(i)La méthode qns noas allons suivre nous a été enseignée à la Sorbonne par 
1M. Puiseux. 



MOUVEMENT d'UN SYSTÈME INVARIABLE PLAN i^*à 

«t d'après les conventions faites § 145, a> et V sont des nombres algé- 
l>riques positifs dans le cas de la figure. 

Ceci posé, considérons le triangle cAc' ; il donne : 



AO = Acl -+- A'c'l, 



Ae Ad A'c'l 



ou bien 



11. II. Ji; 

or : 

A6 

lim. :^=r = lim.-^r— = _.. 

M 

D'autre part, puisque Tangle et le sinus sont des infiniment petits 
équivalents et qu'il en est de même d'un arc et de sa corde, nous pou- 
vons écrire : 

i;«* Acl ,. sin Acl 

Il corde lit 

Or, d'après uneTormule de trigonométrie rectiligne : 

sin Acl sin lî.c 



corde 11 ^ \c 



Par suite : 



lim. — = - 
11, ? 

,. AcT 1 

hm. —TT- = — -, 

ir, p 

La relation cherchée peut alors s'écrire : 

a)__l 1 

V - P "" ? 

et elle est générale comme on peut le vérifîerpar l'examen des différents 
<;as de fîgures qui peuvent se présenter. 

154. Calcul du rayon de courbure en un point d'une trajectoire. — 
-Conservons les notations et les conventions du paragraphe précédent. 
Soient M la position à l'époque t d'un point invariablement lié à la 
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roulante, M' sa posilion à Tépoque t + It, Les droites MI et M'Ij sont, 
d'après le théorème de Chastes, deux normales aux points M et M' âi la 
trajectoire du point M ; elles se coupent en un point o dont la posilion 
limite est le centre de courbure cherché. 

Sur la droite IM nous conviendrons de compter les segments à partir 
du point I, positivement de I vers M, négativement en sens inverse et 
nous désignerons par 4^ l'angle des deux directions positives IC et IM. 

Si nous connaissions ]a valeur du segment (10), le problème serait 
résolu. Pour la trouver, considérons le triangle AMo ; il donne : 

Ae = ÂMÏ -+- MoA 



ou : 



Ae 



AMI MoA 



U: 



Jit 



£n prenant les limites des deux membres, il vient 



,. Ae AMI 

lim. >c = lim. — i— 

11. îî' 



lim. 



MoA 




Fig. 98 



or : 



lira. 



Ae = ^ 



i:«. AMI ,. sin AMI ,. sin MI.I 
Um. -^^- = hm. r— T-r = lim. ' 



III 



corde l'J 



IM 



cosj}; 



,. iMoA ,. sîn ï.lo sin (^ —90*^) cos <V 
lim. —z— = Iim. — î— '— = -^—m = -^=^ 



M. 



Uo 



— 10 



cos ^ 
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La relation cherchée peut donc s'écrire : 

et comme précédemment elle est générale. 

155. Calcul du rayon de courbure de Tenveloppe d'une courbe 
invariablement liée à la figure mobile. — Soit, à l'instant t considéré, 
(C) une courbe invariablement liée à la figure mobile; elle touche son 
enveloppe au point M pied de la perpendiculaire abaissée sur elle du 
centre instantané I de rotation. A l'époque t + A^, le centre instantané 
de rotation est en 1^ et la courbe (C) prend une position (C). Comme 
précédemment elle touche son enveloppe au point M' pied de la perpen- 
diculaire abaissée sur elle du point I^. Les droites IMy I^M', normales 
à i*enveloppe aux points M et M', se coupent en un point o qui, lorsque 
A^ tond vers zéro, prend une position limite qui n'est autre que le 
centre de courbure, relatif au point M, de l'enveloppe de la courbe (C). 




Ceci posé, du point T, tel que : ÎTi = îî, menons une normale \\f 
à la courbe (G). Les deux droites If, l^f normales toutes deux à la 
courbe ^C), se coupent en un point /"qui, lorsque A^ tend vers zéro, 
prend une position limite B : c'est le centre de courbure de la courbe 
(C) relatif au point M. 

Si l'on se reporte au paragraphe précédent et si Ton compare les deux 
figures, on les trouve identiques. Si donc l'on conserve les notations et 
les conventions précédentes, on peut écrire : 



« = cos 't ( — — =r ). 
Cette relation comme précédemment est générale. 
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156. Formules de Savary. — En rapprochant les formules établies 
§ 163, § 164, § 166, nous obtenons les suivantes qui sont connues 
sous le nom de formules de Savary, 



1 1 

r= COS 

? P 



\10 IM/ 

il , /l 1 \ 

p ? \10 IB/ 

Elles permettent d'obtenir le rayon de courbure de la trajectoire d'un 
point OU de l'enveloppe d'une courbe invariablement liée à la roulante* 



GONSTRDCTION DE SAVARY 



157, Problème. — Sur une droite orientée Oo?, on donne trois 
points A, A', B, par leurs abscisses OA = a, OA' ^^^ a', OB = b et 
l'on propose d'en trouver un quatrième B' d'abscisse OB' == b' satisfai- 
sant à la relation : 

* _ i — 1 _ i 

L'équation donnée étant du premier degré en V montre que le point 
cherché B' est unique. 




Fig. 100 

Pour l'obtenir, joignons un point arbitraire P non sur 0^7 aux trois- 
points A,B,0, et menons par le point A' une parallèle A'C à OP jusqu'à 
sa rencontre en C avec la droite PA; puis joignons CO et prenons le 
point de rencontre D de la droite obtenue avec PB; sa projection sur 
Ox parallèlement à OP sera le point B' cherché. 
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Considérons en effet les droites Ox et OP comme deux axes de coor- 
données et désignons par X l'ordonnée du point P. Les équations des 
droites AP, BP sont : 

celle de la droite OC sera de la forme : 

et nous obtiendrons la valeur de y. en écrivant qu'elle coupe la pre- 
mière au point G d'abscisse a^ Par suite : 

L'équation de la droite OC peut alors s'écrire : 

L'équation : 

b \a a) 

obtenue en retranchant membre à membre les équations (1) et (2) per- 
mettra d'obtenir l'abscisse du point B'. Par hypothèse elle doit être h' ; 
si donc notre construction est exacte, Téquation précédente doit étre- 
vérifiée si on substitue b' à x. On retombe ainsi sur la relation : 

a a''" h b" 
de renoncé. 

158. Détermination du centre de courbure de la trajectoire d'un 
point invariablement lié à la figure mobile. — Soient (R) et(B) la rou- 
lante et la base qui définissent le mouvement du système, I la position 
à répoque t du centre instantané de rotation, M celle du point décri- 
vant. Pour obtenir le centre de courbure de la trajectoire de ce point M, 
nous le joignons au centre de courbure G' de la roulante et nous pre- 
nons le point de rencontre P de la droite obtenue avec la perpendicu- 
laire en I à la droite IM ; nous joignons ensuite le point P au centre de 
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courbure C de la base ; la droite PC ainsi déterminée coupe la nor- 
male IM en un point qui est le point cherché. 

Pour le vérifier, projetons orthogonalement sur la droite IM les centres 
de courbure C et G en c et c'. La figure obtenue est celle du paragraphe 
précédent ; par suite : 

1 — JL = 1 _ - 

le Yc """ ÎÔ ÏM * 




Fig. 101 



Hais, d'après le théorème des projections orthogonales : 

le = R cos 'l'. 
i? = R' cos ^. 

«t la relation précédente peut s'écrire : 






Nous retombons ainsi sur la formule de Savary ; la construction prer 
cédente est donc justifiée. 

159. Rbmarqub. — Si la base est une droite, le centre C est à l'infini 
sur la droite Ci et le centre de courbure est à la rencontre de la nor- 
male Ml et de la parallèle PO à la droite Gl. 



160. Constraction du centre de courbure de l'enveloppe d'une courbe 
invariablement liée à la flgxire mobile. — La construction précédente 
(fig. 101) subsiste à la condition de remplacer le point H par le centre 
de courbure B de la courbe (C) qui appartient à la normale IB. 
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CONSTRUCTION 
DE LA TANGENTE EN UN POINT D'UNE COURBE PLANE 

PAR LA MÉTHODE DE CHASLES 

ET DÉTERMINATION DE SON CENTRE DE COURBURE 

PAR LA MÉTHODE DE SAVARY 

161. Problème. — Trouver la tangente et le centre de courbure en un 
point d*uoe épîcycloTde. 

a) Recherche de la tangente. — L'épicycloïde est la courbe engen- 
drée par un point M d'une circonférence C qui roule sans glisser sur 
une circonférence 6xe C. Ce mouvement est celui d'un système plan de 
grandeur invariable qui se déplace dans son plan et pour lequel la cir- 
conférence C est la base et la circonférence G la roulante. Leur point 
de contact I est le centre instantané de rotation de l'époque considérée 
et la droite MI est, d'après le théorème de Chastes, la normale en M À 
l'épicycloïde ; la droite MP qui lui est perpendiculaire est par suite la 
tangente cherchée. Elle passe par le point V diamétralement opposé au 
point I dans la circonférence G puisque l'angle IMl' est droit. 

Pour obtenir la tangente en un point d'une épicycloïde, il suffit 
donc de Joindre ce point au point diamétralement opposé sur la rou- 
lante au centre instantané de rotation de Vépoque considérée. 




c 

Fig. 102 

h) Recherche du centre de courbure. — Le centre de courbure de 
répicycloïde relatif au point M s'obtient en appliquant la construction 
de Savary. On joint MI et MC ; au point I on élève une perpendiculaire 
à IM et Ton prend son point de rencontre P avec CM. Comme Tangle 
BIP est droit et qu'il a son sommet I sur la circonférence C, les points 
BouROUioNON •» Cours de cinématique 9 
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M et P sont diamélralement opposés. On joint ensuite le point P au 
centre de courbure C de la base; la droite obtenue coupe la normale IM 
au point cherché. 

c) Développée de Vépicycloïde. — On appelle développée d'une courbe 
Tenveloppe des normales en ses diiïérents points ou bien encore le lieu 
de ses centres de courbure. 

La développée de Tépicycloïde engendrée par le point H sera donc le 
lieu du fM>int 0. Pour Tobtenir, remarquons que la droite PV est per- 
pendiculaire sur PI ; elle est donc parailèle à 10 et Les triangles 0(0, Cl'P 
acmt semblables. Ils donnent la relation : 



CO 



R 



R-t-2R" 



R et R' désignant les rayons de la base et de la roulante. Or, le point C 
est fixe ; les points et P sont donc homothètiques. Mais le Heu du 
point Py diamétralement opposé au point M, est une épicycloTde; la 
développée cherchée est donc elle-même une épicycloïde qui part du 
point A tangentiellement à la circonférence G. 



162. Problèub. — Trouver la tangente et le centre de courbure en 
un point d'une cycloîde. 

a) Recherche de la tangente. — La cycloîde est une courbe engen- 
drée par un point M d'une Icirconférence C qui Croule sans glisser sur 
une droite fixe ocfx. Ce mouvement est celui d'un système plan de gran- 




Fig. 103 

deur invariable qui se déplace dans son plan et pour lequel la dfoi4e afa: 
est la base et la circonférence C la roulante. Leur point de contact I est 
donc le centre instantané de rotation de l'époque considérée et d'après le 
théorème de Chasles, la droite IM est la normale en M à la cycloîde; la 
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droite Ml' qui lui est perpeadiculaire est donc la tangente (cherchée. 
Comme l'angle droit IMl' a son sommet sur la circoûférenoe, les points 
I et V sont diamétralement opposés. 

On obtient donc la tangente en un point M d'une cycloide mijoi-- 
gnant ce point au point diamétralement opposé dans la roulante au 
•centre instantané de rotation de l'époque considérée. 

h) Recherche du centre de courbure. — Pour obtenir le centre de 
courbure relatif au même point, on joint MI et MC et on élève au point I 
une perpendiculaire à la droite IM jusqu'à sa rencontre en P avec MC. 
L'angle MIP étant droit et ayant son sommet I sur la circonférence, les 
poinU P et M sont diamétralement opposés. La droite PO, qui joint le 
point P au centre de courbure de la base, à l'inGni dans la direction IC, 
«st parallèle à cette droite, elle coupe la normale IM au centre de cour- 
bure cherché 0. Comme la droite CI est parallèle à PO et passe par le 
milieu C de MP, le point I est le milieu de MO. 

Pour obtenir le centre dé courbure relatif au point M, il suffit 
donc de prolonger le segment MI dune longueur égale à lui-même. 

é) Développée de la cycloïde. — Pour obtenir la développée de la 
cycloide, considérons la circonférence C symétrique de la circonférence 
C par rapport au point I ; elle passe par le point et est égale k la précé- 
dente. Sur la paralkle y'y à x'o? menée par le point J, diamétralement 
opposé au point I sur la circonférence C, projetons en A' le point de 
rebroussement A de la cycloïde et portons à gauche de ce point une lon- 
gueur A'B' égale à la moitié du développement de la circonférence C. 
Nous pourrons écrire : 

BA'^^DÎ. 
Mais : 

A'Ij = AI == JO. 
B'I, =140. 

et le lieu du point est une cycloïde engendrée parle point de cir- 
conférence C qui roule sans glisser sur la droite yy'. 

d) Pendule cycloïdal de Huyghens, — Imaginons qu'on attache an 
point B un fil enroulé sur l'arc BA de la deuxième cycloïde et qu'on le 
déroule en le maintenant constamment tendu ; son extrémité, d'après 
les propriétés bien connues des développant»» et développée», décrira la 
première cycloïde. C'est pourquoi l'on donne à ce pendule le nom d® 
pendule cycloïdal. 
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163. PaoHjbiB. — TfXMiYer la laogeDle et le centre de eourbare en un 
point d*ane dévek^pante de eerde. 

a^ Recherche de la tangente. — Une développuile de cercle est une 
eoorbe engendrée par an point M d'ane droite IM qui roule sans glisser 
sur une cîrconrérenoe O. Ce mooTement est donc encore celui d'un sys. 
tême plan de grandeur invariable qui se déplace dans son plan et pour 
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lequel la base est la circonférence et la roulante la droite IM. Leur 
point de contact I est le centre instantané de rotation de 1 époque con- 
sidérée et la droite IM la normale en 31 à la déreloppanle ; la droite MT 
qui lui est perpendiculaire esl par suite la tangente cherchée. 

b) Recherche du centre de courbure. — Les normales à la dévelop- 
pante de cercle sont toutes tangentes au cercle qui en est la déve- 
loppée. Par suite le point de contact I de Tune d'elles est le centre de 
courbure de la développante relatif au point }à. On peut d'ailleurs Tob- 
tenir en appliquant la construction de Savary. 

164. PaoBLKVB. — Trouver la tangente et le centre de courbure en 
un point d'une ellipse. 

a) Recherche de la tangente, — Considérons l'ellipse engendrée par 
un point M d'une droite AB qui se déplace de façon que ses extrémités 
A et B décrivent les droites rectangulaires Ox et Oy. La base et la rou- 
lante dans ce mouvement sont, comme nous l'avons établi § 148, les 
circonférences de centres et 0' et de rayons 01 et 01. Leur point de 
contact I est le centre instantané de rotation de Tépoquo considérée et 
la droite IM la normale en M à Teilipse ; la droite MT qui lui est per- 
pendiculaire est donc la tangente cherchée. 

b) Recherche du centre de courbure, — Pour obtenir le centre de 
courbure de l'ellipse relatif au point M, on joint Ml, MO' ; on élève en 
I une perpendiculaire à IM et on prend son point de rencontre F avec 
O'M ; la droite PO coupe la normale IM au point D cherché. 



MOUVEMENT D*UN SYSTÈME INVARIABLE PLAN 



133 



Une propriété du quadrilatère complet permet de modifier cette cons- 
truction. Le point de rencontre N des côtés OM et IP est tel que les 
droites DN et 01 sont parallèles. Par suite en élevant en I une perpen- 
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diculaire à la droite IM jusqu'à sa rencontre en N avec la droite OM et 
menant par ce point la parallèle à la droite 01, on obtient au point D> 
où elle rencontre IM^ le centre de courbure chercbé. 



MOUVEMENT DXN SYSTÈME INVARIABLE 
QUI SE DÉPLACE PARALLÈLEMENT A UN PLAN FIXE P 

166. Définition. — On dit qu'un système invariable se déplace pa- 
rallèlement à un plan fixe P lorsque la distance d'un quelconque de ses 
points à ce plan reste constante. 



t r 



MOUVEMENT ELEMENTAIRE DU SYSTEME 



166. Théorèmb. — Le mouvement élémentaire d'un tel système est 
une rotation autour cfun axe perpendiculaire au plan. 

Coupons en effet le système par un plan P' parallèle au plan P. La 
section (C) obtenue peut être considérée comme un système de grandeur 
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invariable qui se déplace dans sos plan ; son mouven^nt élénentaîre^ 
qtu est celui du système donné, est donc § 140 une rolalion autour 
d'»n axe IF perpendieuiaire à son plan c'esMi-dîre au plan directeur P. 






Fig. 106 

167. Théorème. — Le mouvement continu d'un tel système est un 
roulement cylindrique. 

Le mouvement continu du système est celui de la courbe (C). On le 
réalise en faisant rouler une courbe (R) sur une courbe fixe (B) appelée 
base; elles sont tangentes à l'époque considérée au point 1' et ont été 
définies l'une et l'autre § 147. Si on imagine alors les deux cylindres 
dont les génératrices sont perpendiculaires au plan P et dont les direc- 
trices sont les courbes (R) et (B), ils ont, à chaque instant, une géné~ 
ratrice 11' commune et même plan tangent suivant cette génératrice. 
Le cylindre mobile, auquel est invariablement lié le système en mou- 
vement, roule donc sans glisser sur le cylindre [xTiQ. Le mouvement du 
système est donc bien un roulement cylindrique. 



CHAPITRE m 



MOUVEMENT D'UIT SYSTÈME INVARIABLE 
AUTOUR D'UN POINT FIXE 



Pour étudier le mûiLvemenl d'ua système invariable qui a un point 
fixe Or il suffit de se domier à chaque instant les positions de trois de 
ses poiol& : celle du point fixe et celles de deux autres points situés par 
exemple sur ane aphère de centre 0. 

168. TnéoRisMB. — On peut passer d'une position S^ du système à 
une autre position S^ par une rotation autour d*un axe passant par 
le point fixe. 

Prenons en effet dans la position S^ du système deux points Ai et Bi 
sur une sphère de centre et marquons leurs positions A2 et B^ sur la 
même sphère dans la posidon S^ du 
syslème. Si nous pouvons amener Ai 
en Ac» Bi.en B^. nous aurons établi la 
coïniûdenee de trois points non en ligne 
droite dans la position Si avec leurs 
homologues dans la position S2 et par 
suite la coïncidence des deux positions. 
Imaginons pour cela les grands cercles 
de la sphère perpendiculaires aux mi- 
lieux a et p des grands cercles A1A2, 
B1B2 et prenons un de leurs points de ^^^' ^^^ 

rencontre II. Les deux triangles sphériques AiBJi, A2B2li, ont leurs 
trois côtés égaux chacun à chacun, à savoir : 

AJi = Aj;, Bj; = B7i, 

par définition même du point Ii, et : 




a,b; = a,b. 
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puisque le syâtème est invariable. Ils sont donc égaux et les angles 
ÂJiBi, A2liB2 le sont aussi. Si donc, par une rolation du premier 
triangle autour de la droite OIi, nous amenons Ai en A2, et on le peut 
puisque le grand cercle A1A2 est perpendiculaire sur OIi nous amène- 
rons par cela même Bt sur B2. Nous aurons donc établi la coïncidence 
des deux positions Si et S2. 

169. THBORfeMB. — Le mouvement élémentaire d'un système inva- 
riable qui a un point fixe est une rotation autour d'un axe paissant par 
le point fixe ; on lui donne le nom d^axe instantané de rotation de 
Vépoque considérée. 

Supposons en effet que les positions Si et S2 du système soient sépa- 
rées par un intervalle de temps A^ et faisons tendre Ht vers zéro. La 
droite OIi prendra une position limite 01 intersection des plans per- 
pendiculaires en Al et Bi aux trajectoires de ces points et par une rola- 
tion infiniment petite autour d'elle on pourra passer de la position Si 
du système à la position infiniment voisine. Cet axe instantané de rota- 
tion vient percer la sphère en un point I qui est le centre instantané de 
rotation de l'époque correspondante. 

Le théorème suivant résulte de cette démonstration : 

170. TnéoRÈMB. — A une même époque les plans normaux aiuc ira" 
jectoires des différents points du système se coupent suivant Va>xe 
instantané de rotation de l'époque considérée. 

171. Expression, à. un instant, de la vitesse d'un point quelconque 
du système. — A l'époque donnée^ désignons par o> la vitesse angu- 
laire du système, par V la vitesse du point considéré et par r sa dis- 
tance à l'axe instantané de rotation. La théorie établie § 136 nous per- 
met d'écrire : 

V = a> X r. 



MOUVEMENT CONTINU DU SYSTÈME 

172. Théorèmb. — Le mouvement continu dun système invariable 
qui a un point fixe est un roulement conique obtemi en faisant rouler 
le cône lieu des axes instantanés de rotation dans le système sur le 
cône fixe lieu des mêmes axes dans V espace. 

Soient, en effet, S,, S,, S3, S^, ... différentes positions du système 
relatives aux époques <, t -h Af, t -i- 2A^ t -h 3A^ ...» OI,, OIj, OI3, 
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OT4, ..., les axes de rotation qui permettent de passer de l'une de ces 
positions à la suivante. Ils percent une sphère fixe de centre en des 
points I|, Ig, J3, I^ ... quiy réunis deux à deux par des arcs de grands 
cercles, donnent un polygone sphérique IJJsI^ ••• Imaginons une se- 
conde sphère mobile de même rayon et de même centre que la précé- 
dente et invariablement liée au système en 
mouvement. Si, de la position S^, il revient 
À la position S^, le point I^ de la sphère 
mobile vient occuper une position I"\ ; de 
même, si de la position S^ il revient à la 
position S3, les points 1\ et I3 de la sphère 
mobile viennent occuper des positions I\ 
et 1% et ainsi de suite. Finalement, lorsque 
le système est revenu à sa première posi- 
tion, on obtient sur la sphère mobile une 
«uite de points I,, F,, l'g, F^ ... qui, réunis 
deux à deux par des arcs de grands cercles 
donnent naissance à un second polygone 
sphérique ir2l'3r4 .... Il a, dans toutes ses 
positions» un côté commun avec le po- 
lygone fixe et lorsque le système passe d'une position à la suivante, il 
tourne autour de l'un des sommets situés sur ce côté. 

Ceci posé, si nous faisons tendre C^t vers zéro ; les deux polygones 
sphériques précédents deviendront des courbes sphériques (G) et (C) 
qui, à chaque instant, seront tangentes. La courbe mobile (C) effectuera 
une suite de rotations infiniment petites autour de chacun de ses points 
de contact avec la courbe (G); elle roulera donc sur elle (146). Par 
suite, si nous imaginons deux cônes de sommets et ayant pour direc- 
trices les courbes (G) et (G'), ils auront à chaque instant une génératrice 
commune et même plan tangent le long de cette génératrice. Le second, 
invariablement lié au système, prendra par rapport au premier un 
mouvement de roulement, ce qui démontre le théorème. 







Fig. 108 



173. Remarque. — La théorie précédente n*est qu'une généralisation 
de celle établie dans le cas du mouvement d'un système invariable plan 
qui se déplace dans son plan. En considérant, en effet, un plan comme 
une sphère de rayon infini, on peut envisager ce dernier mouvement 
comme un cas particulier du précédent. 



CHAPITRE IV 



COMPOSITION DES MOUVEMENTS ÉLÉMENTAIRES 

DES SYSTÈMES INVARIABIiES 



174. Représentation géométrique du mouvement de transfaitiQiK 
d'un système à un instant. — A un laéme insianl» tous le» poînis d'i&o 

P système en mouvemeni de Iraaslalioi» ont des 

vilpsses égaW» ei parallèles. Pour définir ce noi»- 

vemeat à uue époque déterminée U il suffira de se 

doaner le Teeteur AP qui représente à cette 

'^ époque, la Titease V d'un queleooque A de ses 

Fig. 109 pornis. Il indiquera en effet, le sens AA' du dé- 

plaeement du point pendant le tempe dt qui suit le temps % ; quant à sa 

grandeur elle aora pour expression : 

AA' = V X du 



^ 



175. Représentation géométrique du mouvement de rotation d'un 
syatéme à un instani. — Pour défim'r^à un instant, le mou- 
vameat da rotation d'un système invariable il faut se 
donner trois éléments^ savoir : Taxe xad de rotation ; le p 
sens f de cette rotation ; sa vitesse angulaire u) à l'instant 
considérée Ils peuvent se représenter tous trois par un même 
valeur ÛP d'après les conventions suivantes : il est porté 
pas L*axe xai de rotation à partir d*un point 0, absolument 
arbiiraicay dans un sens tel qu'un observateur couché sur 
l'axe, les pieds en' 0, la tète vers l'extrémité F du vecteur, 
voit la rotation du système s'effectuer de gauche à droite ; Fig. 110 
sa longueur OP est égale à o> x «, <z étant la longueur choisie pour 
représenter l'unité de vitesse angulaire. 
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COMPOSITION DE DEUX TRANSLATlOfiS 

178. THEORi'MB. — A un instant, le mouvement résultant d'un 
système animé à la /bis de deux translations est une translation 
^inique résultante des deux translations données. 

■ • 

A rTnslant considéré, un point quelconque M du système a deux 
mouvements; sa vitesse MN est donc(î09)Iû résultante des vecteurs MR 
et RX équipollenls aux vecteurs AP, BQ qui définissent les deux trans- 
lations données. Les triangles analogues au triangle MRN et relatifs aux 
différents points du système ont tous leurs angles MRN égaux ainsi que 
les côtés qui les comprennent ; ils sont donc égaux. Les côtés MN le sont 
donc aussi et comme de plus ils sont parallèles, tous les points du sys- 
tème ont au môme instant, des vitesses égales et parallèles ; son mouve- 
ment est donc de translation. 




Ftg. ii& 

Plus généralement, le mouvement résultant de plusieurs mouvement» 
de translation est une translation unique représentée par le vecteur ré- 
sultante des vecteurs qui définissent les translations composantes. 

Inversement, on peut envisager un vecteur coiaaie' la résuiisnte de 
plusieurs autres. Par suite, à un instant, on peut regarder le mouve- 
ment de translation d*un système comme produit par plusieurs mouve- 
ments de translation simultanés déGnis par chacun des vecteurs com— 
posants. 

COMPOSITION DUNE ROTATION ET D'UNE TRANSLATION 

PARALLÈLES 

178. DépiNiiioif. — Une rotaUon et une translattoa sont parsllèies- 
lorsque les vocteors fjui le» représentent le sonl. 

177. Théorjeub. — Le mouvement élémentaire dun système inva- 
riable animé à la fois d'une rotation et d^une translation parallèles 
est un mx)uvement hélicoïdal. 
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Soient OP le vecteur qui détînit à l'instant t considéré la rotation de 
vitesse angulaire (o du système, AR celui qui représente sa traùslation 
V au même instant et M un quelconque de ses points. Pour obtenir sa 
position M' à l'instant t -\- dt appliquons-lui le principe de Tindépen- 
dance des mouvements simultanés (108). 

La rotation lui fait décrire un arc MN de circonférence dont le plan 
est perpendiculaire à Taxe de rotation et dont la longueur a pour ex- 
pression : 

MN = w X OM X dl. 




Fig. 113 

OH représentant sa distance à Taxe OP ; la translation, pendant le même 
temps dt, fait parcourir au point N le segment NM' qui a pour expres- 
sion : 

NM' = V X dt. 



11 en résulte alors que le rapport : 

NM' 



MiN 



V 

w X OM 



est constant puisque les deux mouvements composants ne changent pas 
la distance OM du point M à l'axe de rotation. Le chemin élémentaire 
MM' parcouru par le point M jouit donc de la propriété suivante : Le 
rapport de l'ordonnée de Tun quelconque de ses points à l'abscisse cir- 
culaire correspondante est constant et comme il est de plus tracé sur un 
cylindre de révolution de rayon OM, c'est un arc d'hélice circulaire dont 
le pas P est fourni par la relation : 



P = 



2t:W 



U) 
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Tous les points du système ayant, à l'instant considéré, des mouve- 
ments analogues à celui de M, il possède lui-même un mouvement héli- 
coïdal. 



COMPOSITION D'UNE ROTATION ET D'UNE TRANSLATION 

PERPENDICULAIRES 

179. DEFINITION. — Une rotation et une translation sont dites perpen- 
diculaires lorsque les vecteurs qui les représentent le sont. 

180. Théorème. — Le mouvement élémentaire d*un système inva* 
riahle animé à la fois d'une rotation et d'une translation pei^endicu- 
laires équivaut à une rotation unique, parallèle, de même sens et de 
mém,e vitesse angulaire que la rotation donnée. 

Toute section faite dans le système par un plan perpendiculaire à 
l'axe de rolation se meut dans son plan. Son mouvement élémentaire, 
qui est celui du système, est donc une rotation autour d'un axe per- 
pendiculaire à son plan, c'est-à-dire parallèle à Taxe de la rotation 
donnée. Il existe donc dans le plan de la figure un point qui, considéré 
comme appartenant au système en mouvement, est fixe; c'est la trace 




O A 

Fig. 114 

sur ce plan de l'axe de la rotation unique. Pour la déterminer, dési- 
gnons par le pîed de la rotation donnée, par a> sa vitesse angulaire 
par f son sens et par (OA) le vecteur qui représente la vitesse Y de 
translation. Un point quelconque M du système possède, à Tinstant 
considéré, deux vitesses. A la première correspond un vecteur (MP) 
perpendiculaire à OM et dont la longueur est a x cd x OM^ a étant la 
longueur choisie pour représenter l'unité de longueur; à la seconde, un 
Tecteur (MQ) équipollent à (OA) et égal à a x V. Leur résultante (MR) 
est (109) la vitesse résultante du point considéré. 

Ceci posé, élevons en O une perpendiculaire 00' à OA, en M une 
perpendiculaire MO' à MR; leur point de rencontre 0' est le point fixe 
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cherché. En effet, considéré comme appartenant au système en monve* 
ment, il a deux vitesses. A la première correspond le vecteur (O'S) qui 
a pour longueur a x w X»00' ; à la seconde, le vecteur (O'T) qui a pour 
longueur a X Y. Ils sont directement opposés; si donc ils sont égaux, 
c'est-à-dire si : 

V = (0 X 00' 

le point 0' sera bien fixe. 

Pour rétablir considérons les deux triangles OO'M et MPR qui ont 
leurs côtés respectivement perpendiculaires; ils sont semblables et 
donnent : 



• 

• 




00' 
PR 


CM 
MP" 


O'M 
- AIR ' 




ou : 




OU' 

« X V 


OM 




O'M 




a X <" X CM 


MR 


Les deux 


premie 


rs rapports 


peuvent 
00' 


s'écrire ; 

1 

— t 
u> 


1 
• 


el donnent 


• 
• 














V 


1» X 


00'. 





Les deux derniers montrent que le vecteur (MR) a pour longueur 
aX^ X O'M. 11 correspond donc à une rotation de vitesse angulaire 
(j> autour de Taxe projeté en O' sur le plan de la figure et dont le sens, 
■indiqué par le vecteur lui-même, est celui de la rotation donnée. 



COMPOSITION D'UNE ROTATION ET D'UNE TRANSLATION 

OUELCONQUES 

181. DipiNiTiON. — Une rotation et une translation sont quelconques 
lorsque les vecteurs qui les représentent le sont aussi. 

182. THBOHèMB. — Le mouvement élémentaire d'un système animé à 
la fois (Tune rotation et cTune translation quelconques est un mouvez 
ment hélicoïdal, 

A l'inslanl considéré, soient(OP) et (MR) les vecteurs qui repréaefitent 
la rotation et la translation. Dans un plan parallèle à l'axe xx' de rota- 
tion, décomposons le vecteur (MR) en deux autres : Tun (MB) parai* 
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tèle à cet axe, Tautre (MA) perpendiculaire. On peut alors regarder le 
système comme possédant, à Tinstanl considéré, trois mouvements : 
deux de translation (MA) et (^MB) et un de rotation (OP). La rotation 
(OP) et la translation . perpendiculaire (MA) cquiyalient à une rotation 



o 




e 



0^ 



Fig. 115 

unique représentée par un vecteur (O'Q) équîpollent à (OP). Le mou- 
vement du système résulte alors d'une rotation (O'Q) et d'une trans- 
lation parallèle (MR) ; cVst par suite un mouvement hélicoïdal. Nous 
«D rechercherons Taxe dans la suite. 



COAJPOSITION DE DEUX ROTATIONS PARALLÈLES 

ET DE MÊME SENS 

183. TfiÉORÈMB. — Le mouvement élémentaire d'un système animé 
au même instant de deux rotations parallèles et de même sens équi- 
vaut à une rotation unique de même sens autour d'un axe parallèle 
<ztix deux premiers ^ situé dans leur plan et divisant une perpendi- 
•culaire aux deux axes de rotation en deux segments additifs inverse- 
ment proportionnels aux vitesses angulaires ; sa vitesse angulaire est 
égale à la somme des vitesses angulaires des rotations composantes. 

Pour plan de la fîgure, prenons un plan perpendiculaire aux deux 
«xes de rotation ; désignons par 
et 0' leurs pieds sur ce plan, par/ 
\e sens commun des deux rota- 
tions et par u), ta' leurs vitesses 
•angulaires. 

Le pian de la figure détermine 
dans le syslëme une section qui 
se déplace dans son plan ; son Fig. 116 

fnotrvement résultant, qnî est celui du système, est donc une rotation 
.autour d*un axe perpendiculaire à son plan, c'est-à-dire parallèle aux 
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deux axes de rotalion. Il perce le plan du tableau en un point qui, 
regardé comme appartenant au système, est fixe. Pour le déterminer, 
remarquons qu'un point quelconque M du système, à l'instant considéré, 
possède deux vitesses : l'une représentée par le vecteur (MP) perpendi- 
culaire à OM et égal à a x (o x OM ; l'autre représentée par le vecteur 
(MQ) perpendiculaire à O'M et égal à a X «^' X O'M. S'ils étaient égaux 
et directement opposés, le point M serait fixe. Pour qu'il en soit ainsi 
il faut tout d'abord que leur angle ou bien son égal OMO' soit de 180^ 
ce qui exige que le point M se trouve sur 00' entre G et 0^ 
Sa position O' sera déterminée par la relation : 

u) X 00" = w- X 0'0\ 
ou : 

a/ _ (yo' 

0) "" 00'^ • 

Elle exprime que les vitesses du point 0" sont les mêmes et permet 
de le construire. 

Les déplacements d'un point quelconque 0' du système sous Pin- 
fluence des deux rotations ou sous l'influence de la rotation résultante 
sont évidemment les mômes. Si donc, nous désignons par û la vitesse 
angulaire de la rotation résultante, l'équation qui permettra de l'obtenir 
sera : 



û X O'O" X dt = -^ X 00' X dt. 



Elle donne : 



.00' 

û = W X Q,Q,r. 



00' 
Or, le rapport t^™ peut s'écrire : 



00' _ 00" H- O'O' __ . W __ . to' 



Par suite : 



tu -ï- 0>' , 

û = w X = o) -h w'. 



Le sens de celle rotation est évidemment celui des deux rotations 
composantes. 
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COMPOSITION DE DEUX ROTATIONS PARALLÈLES 

ET DE SENS CONTRAIRES 

184. Tbboreub. — Le mouvement élémentaire d'un système animé 
4e deiuc rotations parallèles et de sens contraires équivaut à une rota- 
tion unique de même sens que la plus grande autour d'un axe 
parallèle aux deua; premiers^ situé dans leur plan et divisant une de 
leurs perpendiculaires communes en deux segments soustractifs in-^ 
versement proportionnels aux rotations ; sa vitesse angulaire est égale 
à la différence des vitesses angulaires des rotations composantes. 

Un raîscnnement analogue au précédent montre qu'il existe dans le 
clan de la 6gure, perpendiculaire aux axes de rotation, un point fixe 0' 
pied sur ce plan de l'axe de la rotation unique. Pour l'obtenir remar- 
•quons qu'un point quelconque M du système possède deux vitesses : 




Fig. 117 

Tune représentée par le vecteur (MP) perpendiculaire à OM et égal à 
a X w X CM, l'autre par le vecteur (MQ) perpendiculaire à O'M et égal 
è a X <o' X . O'M* Il sera fixe si ces deux vecteurs sont directement 
opposés et égaux. La première condition exige que leur angle soil de 
180® ou que son supplément OMÛ' vaille 0°, ce qui oblige le point M à se 
trouver en 0' sur 00', soit à gauche de 0, soit à droite de 0'. L'équa- 
tion qui détermine sa position exprime la seconde condition ; elle est : 

o) X 00' == u>' X O'O', 
ou : 

to O'O" 



(D 



' "" UO" ' 



Si nous supposons pour fixer les idées cd > w', alors OW > 00" et 
le point 0' sera plus rapproché du pied de Taxe de la plus grande rota- 
tion que du pied de Fautre. 

Sous l'influence de la rotation résultante de vitesse angulaire Q» un 
point quelconque du système 0' par exemple, éprouve un déplacement 
BouRouioNON — Cours de ciaématique 10 
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élémentaire û X OW X dt égal à celui w X 00' X dt qu'il subit sous^ 
l'influence des rolalLoBs composantes. L'équation qui détermine û est 
donc : 

Û X O'O" A dt = oi X 00' X dt, 



ou : 



û== w X 



04*' 



fi xtf* 



U'O 



Or : 



00' = O'O' — O'^O. 



Par ftuHe : 



00' O'O' — 00" . 00' . 0) 



f 



L'expression de û est donc : 

-. ti) — w' , 

Il = o) X ■ — = w — w , 

« 

Sous l'influence des deux rotalions, le point O' se déplace dans le- 
sens de la flèche /qui est celui de la rotation résultante. 



COUPLE DE ROTATIONS 

185« DAriNiTiON. — L'ensemble de deux rotations égales et d<e sens 
contraires autour d'arbres parallèles et distincts forme un couple de 
rotations. 

186. Théorèmk. — Le mouvement d'un système animé, au 7néme 
instant, autour d'arhres 'parallèles et distincts de deux rotations 
égales et de sens contraires est une translation perpendiculaire à leur 
plan et dont la vitesse est égale à la vitesse angulaire commune des . 
deux rotations multipliée par la distance de leurs axes. 

En effet, la relation : 

u> _ O'O'^ 
w'"~OÏÏ*" 

trouvée précédemment est vraie quelles que soient les vitesses angu- 
laires o) et m'. Si dooe «> = w', on en déduit : 

O'O' = 00', 
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ce qui exige que le point 0* soit à Pinfini. La rotation résultante s*effec- 
luant anlour d'un axe à l'infini est une translation (AP) perpendiculaire 
à chacune des rotations composantes» c'est-à-dire à leur plan. Sa vitesse 



ViCàMOO* 

Fig. 118 

V est celle d'un point quelconque du système, par exemple. Elle a 
pour expression : 

V = w X 00'. 



COMPOSITION D'UN NOMBRE QUELCONQUE DE ROTATIONS 

PARALLÈLES 

187. — Pour distinguer les rotations parallèles et de même sens de 
celles qui sont parallèles et de sens contraires, nous pouvons convenir 
de regarder les vitesses angulaires comme des nombres algébriques, 
positifs si les rotations s*effectuenl dans un sens déterminé, négatifs dans 
le cas contraire. 

Si Ton compose alors deux des rotations données, la rotation unique 
qui les remplase avec une troisième, et ainsi de suite, on trouve fmale- 
unenrt une rotattiosi unique dont la vitesse angulaire Q aura pourexpres* 
mxm algébrique : 

«( dont le pied sur le plan de la figure s'obtieirt par les constroclionB 
:géoméiriqueB qui permettent de partager un segment de droite en seg- 
Tnenls additifs ou soustractifs inversement proportionnels à des lon- 
gueurs données. 

COMPOSITION DE DEUX ROTATIONS CONCOURANTES 

188. DÉFiNiTtOK. — Deux rotations s'efTectuant autour d'axes concou- 
rants sont dites concourantes. 

189. THÉoRfeMB. — Le mouvement élémentaire résultant de deux ro- 
:tatkm8 eoncouranies est équivalent à une rotation unique définie par 

le vecteur résultante de ceux qui représentent les rotations données. 
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Soient, en effet, (OÂ), (OA') deux vecteurs qui représentent deux 
rotations concourantes de vitesses angulaires o) et lo'. On peut alors 
écrire : 

OA = a X w, 
OA' = a X w'. 

A priori, il est facile d'établir que le mouvement résultant est une 
rotation unique autour d'un axe passant par le point de concours des 
deux rotations composantes. En effet, le système invariable en mouve- 




Fig. 119 



ment a un point Gxe ; son mouvement élémentaire est donc une rota- 
tion instantanée autour d'un axe passant par ce point (168) et repré- 
sentée, comme nous allons l'établir, par le vecteur (OC) résultante des 
vecteurs (OA) et (OA'). 

a) La droite OC est Vaxe de rotation, — En effet, le point est .fixe 
par hypothèse ; le point C l'est également, car, sous l'influence des deux 
rotations données, il a deux vitesses représentées par deux vecteurs, 
perpendiculaires au plan de la figure, dirigés, le premier en arrière, le 
second en avant de ce plan et ayant pour valeurs respectives : 

a X co X B.C, a X w' X CD. 

Or, les deux triangles OAC, OA'C, moitiés d'un même parallélo- 
gramme sont égaux; leurs surfaces le sont donc aussi et l'on peut 
écrire : 

a X w X BC == a X w' X CD. 

Les vitesses du point C sont donc égales et directement opposées; il 
est donc fixe. 
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b) La vitesse angulaire résultante Q est telle que : 

OC = a X Û. 

En effet, le point A', considéré comme appartenant au système en 
mouvement, subit le même déplacement élémentaire de la part de la 
rotation résultante ou des deux rotations composantes. On peut donc 
écrire : 



ù X A'E X dt = ia X A'F X dt. 



D'où: 



A'F 
OL X Q = aL X ^ X j7g. 



Hais : 



OA = a X 0), A'F = BC, 
OA X BG = OC X A'E. 



Par suite 



.xû = îî^^ = oc. 



Le sens de la rotation résultante est bien celui indiqué par le vecteur 
(OC), car le point A', sous Tinfluence des deux rotations données ou 
sous rinfluence de la rotation résultante, a un déplacement dirigé en 
arrière du plan de la figure. 



COMPOSITION D'UN NOMBRE QUELCONQUE DE ROTATIONS 

CONCOURANTES 

190. Thâorèmb. — Le mouvement élémentaire d* un système animé, 
au même instant de plusieurs rotations concourantes équivaut à une 
rotation unique définie par le vecteur résultante de ceux qui repré- 
sentent les rotations données. 

En effet, en appliquant le principe de l'indépendance des mouvements 
simultanés, on peut composer deux des rotations concourantes, puis la 
rotation unique qui les remplace avec une troisième et ainsi de suite 
jusqu'à la dernière rotation donnée. Celle composition revient à la re- , 
cherche de la résultante de vecteurs concourants, ce qui démontre le 
théorème. 
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COMPOSITION DE DEUX ROTATIONS 
QUI NE SE RENCONTRENT PAS 

191. TBfiORÈMB. — Le mouvement élémentaire (Tun. système invoe- 
viable soumis à l'influence de deux rotations quelconques qui ne se. 
rencontrent pas est un mouvement hélicoïdaL 

Soient en effet (OA) et (U'B) les vecteurs qui représenleni les deux 
rotations données. Par le point 0', menons deux vecteurs (0'Ai),(0'Aj), 
égaux, directement opposés et de longueur commune OA. Nous avons 

ainsi communiqué au système înva- 

/A ^j"-'.-'-yr^ riable en mouvement, deux rotations 
/ ^^/ égales et contraires autour d'un môme 

/y^ / axe ; nous n'avons donc pas modîGé 

^î^— " ^ son mouvement primitif. 

/ Les deux rotations concourantes 

/ (O'Aj), (O'B) se composent en une 

^ seule (O'C). Les deux rotations (QA), 

Fig. 120 

(O'Ag) forment un couple de rota- 
tions et équivalent à une translation. Le .mouvement élémentaire du 
système résulte donc d*une rotation et d'une translation quelconques ; 
c*esi par suite un luouvemont hélicoïdaL 



COMPOSITION DE ROTATIONS QUELCONQUES 

192. Th^rèmb. — Le mouvement élémentaire résuVant d'un nom.br e 
quelconque de rotations équivaut à un mouvement hélicoïdal. 

En effet, à chaque rotation (OA) nous pouvons, par an. procédé ana- 
logue au précédent et sans changer le mouvement du système, faire 
correspondre un couple de rotations et une rotation (OAi) équipol lente 
à la premièj«. Tous les couples de rotations se composent et donnent 
naissance à une translation ; les rotations concourantes donnent égala- 
ment naissance à une rotation unique. Finalement le mouvement du 
système résulte d'une rotation et d'une translation quelconques ; c'est 
donc un mou vemenV hélicoïdaL 



CHAPITRE V 



MOUVEMENT LE PLUS GÉNÉRAL D'UN 
SYSTÈME INVARIABLE 



193. Théorè&ie. — Le mouvement élémentaire le plus général d'un 
jfi/stème invariable est un mouvement hélicoïdaL 

a) Le système est plan. «-* A Têpoque t^ le système est dans un pfan 
P où il oceupe une position S ; à l'époque AI h- t il se trouve dbne uà 
plan P' où il occupe une position S'. Par une irotaiion autour de lit 
droite LL' d'interseelion de ces deux plans on peut amener le plan P 
sur le plan F ; de la position S, le système passe alors à la position S^« 
Par une rotation autour d'un axe 00' perpendiculaire au plan P\ on 
peut établir la coïncidence des deux positions S'i et S' (140)w Si doMi 
pa fait tenidre A^ vers zéro, le mouvement élémentaire du système ré- 
sultanat d)e deux rotations : l'une, située dans son plan, Tau Ire qui lui 

« 

est perpendteulaire, est an mouvement hélicoïdal. 

L'axe de la cotation perpendiculaire au plan du système le perce en 
un pcHnt q;U'on. appelle foyer du^ plan. 

h) Le Systems est quelconque. — Le mouvement élémentaire d'une 
section plane quelconque, qui est celui du système, est un mou- 
vement hélicoïdal d'après la démonstration précédenle. 

194. TnéoRÈMB. — A un même instant, les plans normaux aux tra- 
jectoires des différents points d'un système invariable plan qui se 

déplace dans V espace passent par le foyer du plan, 

La vitesse (MM') d'un point quelconque M du système est la résul- 
tante de deux vitesses : l'une (MP) est perpendiculaire au plan du* sys- 
tème puisqa'elle résulte d'une rotation autour d'un axe LU situé dans 
«on plan ; l'autre (MQ), située dans son plan est perpendiculaire k la 
«Ifsôîte 8M car elle résulte d'une rotation autour d'un axe OO' perpendi- 
culaire à ce plan. Le plan PMQ est donc perpendiculaire à la droite. 
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OM et les deux droites MM' et OM sont rectangulaires. Tout plan pas- 
sant par le point M et normal à la trajectoire de ce point sera perpen- 
diculaire à la droite MM' ; il contiendra donc la droite OM et par suite 
le foyer du plan. 



Z^N. 




/ 



/ 



/ 



> 



Fig. 121 



195. Détermination de Taxe instantané du mouvement hélicoïdal. — 
A l'instant considéré, coupons le système par un plan P perpendicu- 
laire à la vitesse (AA') de l'un quelconque de ses points A qui sera« 
d'après une déQnition précédente, le foyer du plan ; deux autres de se9 
points B et C pris dans ce plan auront au même instant des vitesses (BBi)^ 
(CCj). Nous connaissons alors les mouvements de trois de ses points; 
son mouvement élémentaire est donc défini (130). 

Ceci posé^ décomposons le vecteur (BB^) en deux autres (BB') et (BB^^ 

le premier équipollent à (AA') et le second 
situé dans le plan P; opérons de même sur 
le vecteur (CC^). Le point A étant le foyer 
du plan, d'après le théorème précédent, les 
droites AB, AC sont respectivement perpen- 
diculaires aux droites BBj et CC^ ; les plans 
B'BBt, C'CC} sont donc aussi perpendicu- 
laires à ces droites en sorte qu'il en est de 
même des vecteurs (BB') et (CG^. 

A l'inslant considéré, le mouvement du 

système résulte alors de deux mouvements : 

l'un qui imprime aux trois points A, B, G 

des vitesses égales et parallèles, est une 

Fig. 122 translation définie par le vecteur (AA'); 

l'autre qui laisse fixe le point A, mais qui imprime aux points B et G 

des vitesses (BB") et (CC) est un mouvement de rotation autour d'un 

axe AX passant par le point A ; il est Tintersection des deux plans pas* 
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sant respectivement par les droites ÂB et AC et perpendiculaires, le 
premier au vecteur (BB'), le second au vecteur (GC). La vitesse angu- 
laire de la rotation correspondante est définie par la relation : 

BB' = <i X ^ X r 

r représentant la distance du point B à Taxe que nous venons de déter- 
miner. 

Nous pouvons donc regarder le système comme animé, au même ins- 
tant, d'une rotation de vitesse angulaire co et de sens f, représentée par 
le vecteur (OA') et d'une translation (AA'). Pour obtenir Taxe du mou- 
vement hélicoïdal résultant, considérons dans un plan Q perpendicu- 
laire à l'axe de rotation un point quelconque M du système invariable. 
Il possède deux vitesses : Tune représentée par le vecteur (MP) perpen- 
diculaire à OM et égal à a x <«> X OM ; l'autre par le vecteur (MQ) 
équipollent à (AA'). Dans le plan zMy parallèle à Taxe œx^ et qui con- 




Fig. 123 

tient le vecteur (MQ), décomposons la translation (MQ) en deux trans- 
lations (MR), (MS), la première située dans le plan Q, la seconde paral- 
lèle à Taxe xx'* Les vecteurs (MR) et (MP) qui proviennent d'une 
rotation et d'une translation perpendiculaires se composent en un 
seul (MV) résultant (180) d'une rotation (O'T) équipollente à (AA^). 
Pour la déterminer, nous efîectuons les constructions indiquées 
§ 180, Dans le plan Q, nous élevons au point 0, une perpendiculaire 
sur la translation (MR), au point M une perpendiculaire sur le vec- 
teur, (MV); elles se rencontrent au point 0' qui appartient au vec- 
teur (O'T). Le mouvement du système résulte alors de la rotation 
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(QT)'qiie nous veoons de déûnir et de la tTanslatiôn (MS) ^i lui ett 

parallèle ; leur ensemble est donc un mjoaveaieiit hélieoldal d'aae &f. 
Cet axe est unique. £n eflet, supposons qii^il en existe «n antre ; 

/ toute section du système perpendiculaire au 
premier lui reste perpendiculaire dans son mou- 
vement et pour obtenir le même yésutoifc en 
produisant le mouvement du système autonv du 
second axe, il faut nécessairement qu'il soit 
parallèle au premier. 

11 ne peut y avoir deux axes x^tf^^ et or^, pa- 
rallèles. Car te mouvemeni de roiation 
du prenuer déplàtteraît Tautia antoor de 
Or, l'axe d^un mouvenent hélicoïdal eonaidéré 

-eanune apparrtenaat an système* en mouvement ne peut que glisser sur 

lui-inéme et par soile le second axa n'existe pas^ 

196. Vitesse d'un point quelconque du système. — Soient XY l'axe 
du mouvement hélicoïdal, o) la vitesse angulaire de la rotation qui 
s'effectue autour de lui, Y la vitesse de translation et M un point du sys- 
tème situé à la distance r de cet axe. A l'instant considéré ce point pos- 
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^de denx vitesses : Tune (MP)^ perpendiculaire à Taxe et ^ale k oiir, 
l'autre (MQ) lui est parallèle et égala à ?;. Leur résultante (M;S), h\q)o^ 
ténuse d'un tviangle sectuogie dont Les côtés de l'angle* droit snota^t* 
^tvy a donc pour espresefon: :: 



V = y/y* 



toV*. 



Elle dépend d'une seule variable r. Il en résulte q^ie lés pointe in 
système qui> ài chaque instant, ont une vi4ea6e' miniimim appai^tia»- 
fient? à raxe du mouvement hélicGrii'dal. 
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197. Mouvement continu du système. — Le lieu des positions dans 
l'espace de Taxe instantané du mouvement hélicoïdal est une surface 
réglée S; le lieu de ces mêmes axes dans le système eo mouvement est 
une deuxième surface réglée S'. A un instant quelconque, elles ont une 
génératrice commune qui est Paxe correspondant du mouvement héli- 
coïdal et sont de plus tangentes tout le long de cette génératrice. 

Le mouvement continu du système peut donc se réaliser par une 
suite de mouvements hélicoïdaux de la surface S' sur la surface S 
•effectués successivement autour des génératrices de contact de chacune 

ces sarfaoes» 
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198. Nous avons établi § 114 que le mouvement relatif d'un mobile 
résultait de son mouvement propre et d*un mouvement égal et con- 
traire à son mouvement d'entraînement. Or, un système invariable 
en mouvement est constitué par une réunion de points matériels; Ten- 
semble de leurs mouvements relatifs constitue celui du système. 

Il en résulte que pour obtenir le mouvement relatif d'un système S'^ 
par rapport à un système S, on communique aux deux systèmes un 
m/mvement qui immobilise S ; le mouvement de S', résultant de son 
mouvement propre et du mouvement qu^on vient de lui communiquer^ 
est le mouvement relatif cherché. 

L*étude du mouvement relatif des systèmes invariables en contact 
comprend deux parties : 

i° Les systèmes ont un seul point de contact. 

2"* Ils en ont plusieurs. 



LES SYSTÈMES ONT UN SEUL POINT DE TANGENCE 

199. — Plusieurs cas sont & examiner : 

a) Les points A et A' de contact des deux systèmes sont les mêmes- 
quelle que soit Tépoque considérée. Ils ont donc le même mouvement 
et si l'on étudie le mouvement relatif du système S' par rapport au 
système S, en appliquant le principe précédent on immobilisera le 
point A'. Le mouvement cherché sera alors celui d*un système inva- 
riable qui a un point fixe; c'est par suite un roulement conique. 

b) Le même point A' du système S' reste en contact avec le système S 
et décrit sur lui une certaine courbe (C). Le mouvement relatif de S'' 
par rapport à S résulte, à chaque instant, d'une translation et d'une 
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rotation autour d'un axe passant par le point de contact A'. C*est donc 
un mouvement hélicoïdal. 

La vitesse relative de ce point de contact n'est autre que celle qui 

« 

résulte de son glissement sur la surface S. 




Fig. 126 

c) Les deux systèmes sont en contact par des points variables de telle 
façon que sur chacun d'eux les lieux des points de contact se composent 
de deux courbes (C) et (C), Nous examinerons tout d'abord le cas où ces 
deux courbes admettent même tangente en leur point de contact. 




Fïg, 127 

a) Ou bien les chemins décrits sur chacune d'elles par ce point sont 
égaux. Le système S' roule alors sur le système S et comme ce mouve- 
ment se compose d'une suite de rotations infiniment petites autour 
d'axes passant à chaque instant par le point de contact des deux sys- 
tèmes, la vitesse relative de ce point est nulle. 

P) Ou bien les chemins décrits par ce point sont inégaux. Le mou- 
vement relatif du système S' par rapport au système S. est alors un 
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glissement mixte. En appelant, à TinslaDt considéré, V el V les vitesse» 
du point de contact sur chacune des courbes el en appWquant le prîm 
cipe énoncé .§ 198, nous voyons que la vitesse relative de glîssemeot de 
ce point est la résultante de deux veoteiirs directement opposés ; son 
expression est donc : 

Y — V. 

-y) Examinons maintenant le cas où les courbes (G) et (C) font entre 
elles un certain angle a. Le mouvement relatif du système S' par rap- 
port au système S est alors un glissement angulaire. En conservant 
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les notations précédentes et en appliquant toujours le mémo prînorpe» 
nous voyons que la vitesse relative de glissement du point de contact 
est la résultante de deux vecteurs de longueurs V et V el faisant entre 
eux un angle 180^ — « ; son expression est donc : 

V» + V'« — 2V\' cos a. 



LES SYSTÈMES ONT PLUSIEURS POINTS DE TANGENCE 

200. — Immobilisons le système S en appliquant le principe établi. 
$ 19&, DifférentB cas peuvent «e présenter : 

a) Les vitesses des ipointB dn {^'sfème fi' sont toutes égfâes etpanil. 
Jèles ; son nouvemenrt est alors de translation. 

b) La Tresse de l'on de ses points est ntfUe ; son mouvementée Airs 
une rotation autour d*un axe passant par ce point. 

c) Le mouvement du système est différent des deux précédents ; c'est 
^ors un mouvement hélicoïdal. 
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201 • AivucATJON. — Un arhre moteur projeté en sur le plaa de la 
figure tourne dans le sens de la flèche /avec «Ae TÎtesse angulaire n) et • 
doit<î(MnniuDiquer son mouvemeal à un aAreO' q«i lui est parallèle 
de ieile sorte qu'il tourne dans le sens de la flèche f Awec use riiesse 
a^giiiiaire W. On cale à cet effet aur les deux urbœs deuc .corps A «i A' 
qu'on met en contact et on «deaiaAde de détenuiaer ieor aaiare deiii^n : 

que le rapport — ; soîl eonstant el if ne tes 'ritesses relatives des points de 

contact de l'un des corps par rapport à l'autre soient aussi faibles que 
possible. 

Etudions le mouvement relalifdu corps A' par rapport au corps A. 

En appliquant le principe établi § 198, on doit, pour immobiliser A, 
communiquer aux deux corps un mouvement de rotation autour de 
l'arbre 0, de vitesse angulaire (i> et de sens/^. Le mouvement relatif 
cherché se compose alors de deux rotations de même sens, celui de la 




Fig. 12D 

flèche /', de vitesses angulaires co et co' autour des deux arbres paral- 
lèles et 0'. Il se ramène à une rotation de vitesse angulaire a> + c»'». 
de sens f, autour d'un axe parallèle aux deux premiers et projeté en 
un point I déterminé par la relation : 



(i> 



O'ï 



a>' — QI 



co 



Par hypothèse, le rapport —, doit être constant; il en est donc de 

* oq 
même du rapport —: et comme d'autre part la somme 01 + O'I est 

égale à QO', quantité constante, les longueurs 01 et O'I sont elles- 
menées constantes. 

Le lieu de l'axe instantané du mouvement relatif dans le corps A est 
donc un cylindre de révolution d'axe et de rayon 01 ; dans le corps A\ 
c'est un cylindre de révolution d'axe 0' et de rayon 01. Ces deux cy- 
lindres sont à chaque instant tangents suivant l'axe instantané de rota- 
tion du mouvement relatif. 
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En réduisant les corps A et A' à ces deux cylindres, la première con- 
dition de renoncé est satisfaite; il est facile d'établir qu'il en est de 
même de la seconde» En effet, les points du cylindre A' en contact avec 
le cylindre A ont, à chaque instant, une vitesse relative nulle et comme 
le frottement de glissement qui s'exerce entre les deux corps est propor- 
tionnel à cette vitesse relative, il est bien le plus faible possible. 

On donne à ces deux cylindres le nom de cylindres de friction. 



CHAPITRE VII 



COMPOSITION DES ACCÉLÉRATIONS 



Nous suivrons dans cette théorie la méthode qui nous a été indiquée 
à la Sorbonne par notre excellent maître M. Puiseux. 

202. Théorèmb. — Dans un système en mouvement de rotation, la 
différence géométrique des vitesses, à un m^me instant, de deux de ses 
points A et Â', est un vecteur, perpendiculaire au plan déterminé par 
i^aœe de rotation et parallèle au segment AA', dirigé dans le sens de 
la rotation et égal à co. AA'. sin a, u) désignant, à V instant considéré, 
la vitesse angulaire de la rotation et a fangle de son axè avec AA'. 

Dans un système en mouvement de rotation, tous les points situés 
sur une même parallèle à l'axe ont des vitesses égales et parallèles. La 
diiïérence géométrique des vitesses des points A et A' est donc la même 
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que celle des points A et a' y a' représentant la projection orthogonale du 
point A' sur un plan Q passant par le point A et perpendiculaire à l'axe 
de rotation. 

Les vitesses des points a' et A sont des vecteurs perpendiculaires aux 
segments Oa', OA et égaux respectivement à co x Oa' et co x OA. Leur 
BouRODioNON — Cours de cinématique 11 
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dîfTérence géométrique est donc un vecteur de même sens, situé dans le 
plan Q, perpendiculaire au segment ko! et égal à co x Aa' (25). 
Or, le triangle rectangle AA'a' donne : 

ka' = AA'. sin a. 

L'expression du vecteur précédent est donc : 

o) X AA'. sin a 

ce qui démontre le théorème. 

203. Théorème. — (AB) et (k'B') étant les positions aux époques t el 
€ + A^ d'un même vecteur appartenant à un système invariable en 

mouvement^ la limite du rtxppoi't ' ^ "~ ' est un vecteur , per- 
pendiculaire au plan passant par Faxe du mouvement hélicoïdal et 
parallèle à AB, de m&me sens que la rotation et égale à to. AB. sin a, 
a désignant V angle de kB avec F axe du mouvement. 

En effet, pour passer de la position du système à Pépoque ^ à sa 
position à Tépoque / + A<, nous pouvons par une translation é^Ie el 
parallèle h AA' amener le vecteur (AB) en (A'B'J, puis, par une rotation 
d*un angle AO, autour d'un axe k'z convenablement choisi dans le plan 



perpendiculaire au segment B/B' en son milieu, amener le vecteur 
(A/B') sur le vecteur (A'B'). L'axe k'z obtenu, lorsque A/ tend vers zéro 
prend une position limite parallèle à celle de Taxe du mouvement héli- 
coïdal de l'époque t. 
Or : 

(A'B') — (AB) = (A'B') — (A'B/) = (B/B'). 



Mais : 



B/B' = OB/ X Ae 
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et le triangle rectangle A'OB/ donne : 

OB/ = AB sin ZA'BV 

Par suite : 

lim (A^B' -~ (AB) ^ jj^ j^j^ g.^ 2,^,g, Ae ^ ^^ ^.^ ^^ 
Af Al ^ 

et la direction du vecteur correspondant qui est la position limite du 
segment B\B' est bien celle de Ténoncé. 

204. TRéoRÈMB DB CoRiOLis. — Dans un système invariable en mou- 
vement et animé au même instant d'un mouvement relatif et d'un 
fnouvement d entraînement , Vaccéléralion du mouvement résultant 
d'un point quelconque A du système est la résultante des trois accélé- 
rations relative^ d'entraînement et de Coriolis au même instant. 

Soient en effet (V),(V'),(i/v),(i?V).(yg),(t'e). les vitesses résultantes, rela- 
tives et d'entraînement du point A considéré aux époques < et / + A/ ; 
(ï)> (ïr)» (Te)» ses accélérations résultante, relative et d'entraînement à 
rinstanl t. 

D'après la déBnition de Taecélération donnée § 80, on peut écrire : 

11 
d'autre part, la théorie de la composition des mouvements donne : 

(V) = («,) + («.). 



Par suite : 



^t 



et comme une différence géométrique de vecteurs se ramène à une 
somme et que dans une somme on peut intervertir Tordre d^ vecteurs 
sans changer la résultante, Taccélération (y) que l'on cherche a pour 
expression : 

^ ' A^ At 

Nous allons évaluer séparément chacune de ces Hmites- 
Considérons tout d'abord la première et dans le système» à l'époque t^ 
un segment (t?^r) qui viendra en coïncidence avec le segment (vV) par 
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suite du mouvement d*en(raSnement. D'après une remarque faite § 26, 
nous pouvons écrire : 

lim <"'-)-(") = Hm (^'-)-/^-'-) -t- lim ^^--^ ■ 

It àt It 

Or: 

D'autre part, comme le mouvement d'entrainement du système amène 
le vecteur (v^) en coïncidence avec le vecteur {©',.), d'après un théorènae 
précédent (203) : 



lim ^ \/ = («*»• ^V« sin a). 



ce vecteur a pour direction une perpendiculaire au plan passant par la 
vitesse relative et parallèle à Taxe du mouvement hélicoïdal et pour 
sens celui de la rotation. 
Il en résulte que : 

Iini ^ xi = (ïr) -♦- (w- ^r- sm a). 

Evaluons maintenant la limite de l'expression \/ • ^ l'époque 

t, considérons dans le système un point A'^ qui viendra en coïncidence 
avec la position A' du point A à l'époque t -h ^t par suite du mouve- 
ment d'entraînement et désignons par (v\) sa vitesse. Le segment A A*' 
mesure alors le chemin parcouru par le point A dans son mouvement 
relatif pendant le temps àt; il en résulte que : 



■t 



'*™ '"^' = ^''"•)- 



Mais nous pouvons écrire : 

Ar It A^ 

Or: 

et d'après un théorème précédent : 

'Kt ^^cu.sina.lim -^\ = (w. t?^. sm a). I 



COMPOSITION DES ACCÉLÉRATIONS 



165 



Ce vecteur étant équipoUent à celui de même nature trouvé précé- 
demment. 

En résumé on peut écrire : 

(ï) = (Tr) H- (yJ h- (Tc). 

Le vecteur (Yc) est Vaccélération de Coriolis ; il est perpendiculaire 
au plan déterminé par la vitesse relative du point A et parallèle à Taxe 
du mouvement hélicoïdal, de même sens que la rotation autour de cet 
axe et a pour expression : 

2(1). Vr. sin a. 




205. Application. — Trouver à un instant les composantes, suivant 
le rayon vecteur MX et la droite M Y qui lui est perpendiculaire, de 
Taccélération d'un point en mouvement dans un plan. 

A l'instant considéré, le point mobile occupe dans le plan œOy de sa 
trajectoire la position M déGnie 
par ses coordonnées polaires p 
et 0. Son mouvement résulte 
d'un mouvement relatif sur le 
rayon vecteur et d'un mouve- 
ment d'entraînement qui n'est 
autre qu'une rotation autour de 
l'axe Oz perpendiculaire au plan 
de la figure et pour laquelle le 
sens / est considéré comme po- 
sitif. 

Ceci posé, recherchons séparément les trois accélérations. Pour obtenir 
les deux premières, nous appuierons sur le résultat suivant : dans un 
mouvement quelconque, l'accélération d'un mobile à une époque, est 

la résultante de son accélération tangentielle -n et de son accélération 
normale -p ^ ^^ même époque. 

a) Rech&i^che de Vaccélération relative, — La vitesse relative a pour 

• do 
expression -^ ; c'est un vecteur porté par OM. Comme la trajectoire 

relative est une droite, l'accélération normale est nulle et l'on a ; 

(Yr) ==(3/)'^ (5^2) vecteur porté par MX. 



Fig. 132 
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b) Recherche de VaccélératUm d*entrainemenU — La vitesse d'en- 

d^ 
dl 



tratnement a pour expression P ;j7 ^^ * l'inslant considéré p est consia»! ; 



par suite : 

d^ 



^^r_d [^d^\_ d^ 
d't~dt\ di)~^ dl- 



/dfiV 



II en résulte que l'on peut écrire : 

d^Q 



(p Jii) porté par MY 

^^ ^ r /rf6\*i 

-H I — p { >v/ ) I porté par MX de M vers 0. 



c) Recherche de (fc)- — L*angle a de Taxe du mèoyeroent hélicoïdal 
et de la vitesse relative est égal k 90*" ; par suite : 



(>)=(2St)p*'"*p"^- 



En résumé : 



(t) = 



Prf^-^^Srà'/JportéparMY 



206. Application. — Trouver les composantes, suivant les direc— 
tionSy MX prolongement du rayon vecteur OM, MY tangente au méri- 
dien du point M dans le sens où 6 croit, MZ tangente au parallèle du 
même point dans le sens où o crott, de l'accélération d*un point M mo- 
bile dans l'espace. 

Soient M la position du point mobile à Tépoque /, p, et q ses coor- 
données polaires. Nous pouvons regarder son mouvement comme résul- 
tant d'un mouvement relatif dans le plan ^rOmetd'un mouvement d'en- 
tratnement qui est une rotation instantanée de ce plan autour de Taxe 
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a) Bedterehe de (fr). — D'apiès le problème précédant, aeus pouvons 



(» = 






-"«/ 




i_. _V- iX>- 



Fig. 13a 



h) Recherche de (yc). — Le rayon MG de ta trajectoire (Tentratnement 
a pour expression p sin 6 ; par suite : 

t?^ = p sin e ^. 
Or, à l'instant considéré, p sin est constant; il en résulte que : 









I V. 



Par conséquent : 



(Ye) = 



( p sin 9 ~| j porté par MZ 

-+- I p sin 6 \-^j I porlé par HC d& M vers C. 
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D'après Ténoocé même du problème, nous devons rechercher les 
composantes de ce vectear (MQ) soivant les directions MX, MY qui sont 
avec lui dans le plan méridien. A cet efiet, rema^rqnons que l'angle FMR 
extérieur au triangle OMC est ^1 à 90* + 6 et que l'angle RMQ dont 
les côtés sont respectivement perpendiculaires à ceux de l'angle lui est 
supplémentaire et vaut \SÙ^ — 0. Les composantes cherchées%ootdoiic : 

[psîn6(gycos(90«-he}] ([-? sin^ (g)*j porté par MX 
(MR) = ^ -_^ 

Tp»ine(^yco8(180o— 8)1 /f— psinecose(^MporléparMY, 

Par suite : 

I sin -jj! porté par MZ 

(Y.) = ^ + [~ P "'"'• (S)'] porté par MX 

r H- I — p 8ÎD 6 cos e ( t| j I porté par MY 

c) Recherche de t accélération de Coriolis, — La vitesse relative du 
point M est UQ vecteur (MS) résultante des vecteurs (MP) et (MQ) dont 

les valeurs respectives sont • 5> ©' P ;7/« L'accélération de CorioHs est 
un vecteur porté par MZ dont l'expression est : 

<v do 

2 ^ X Vr sin a. 

Or, l'angle ^MS = a; par suite r,. sîn a représente la projection du 
vecteur (MS) sur la direction Mu prolongement de CM. Comme, d'après 
le théorème des projections, on peut écrire : 

Proj. (MS) = Proj. (MP) -+- Proj. (MQ); 

il en résulte que : 

Vr sin a = ^ cos (90* — 6) H- p ^ cos 6 



dp . ^ rfO . 

— sin 6 -h p y- cos 6. 
ut ^ dt 



En sorte que : 



(V^) = [^ Tt S «'° ' -^ 2p § g cos e] porté p„ MZ. 
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En résumé, les composantes de l*accéléralion sont : 

<ï) = ^ -H [p s + 2 g j; - p .in e cos e (^1)*] porté par M Y 

^ [p"°<'S?-^2^â«-'' + 2pg JJcose] porté par MZ. 
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207. — Comparaison graphique entre un mouvement circulaire uni- 
forme projeté sur un diamètre et un mouvement uniformément varié de 
même période. — E et V sont les courbes des espaces et des vitesses 

relatives au premier mouvement dont la période est — ; e eiv sont les 

mêmes courbes relatives au second mouvement qui est de même période. 
Il correspond à celui d'un point malériel animé d'un mouvement recti- 
ligne alternatif uniformément varié et dont la vitesse s^annulle au 
commencement et à la Qn de chaque course (fig. 134). 

La différence essentielle qui existe, i:'est que Taccéiération est conti- 
nue dans le premier et discontinue dans le second (102). 

208. Problismb. — Une droite AB se meut de telle sorte que ses extré- 
mités se déplacent sur deux axes rectangulaires, trouver les lois du 
mouvement de Tune d'elles sachant que celui de son milieu est uni- 
forme. 

Proposons-nous de rechercher le mouvement de Textrémité B. Par 
hypothèse, le point M décrit d*un mouvement uniforme de vitesse angu- 
laire a>, la circonférence de centre et de rayon R moitié de AB. Sur la, 
trajectoire du point B, nous prenons le point pour origine des espaces 
et pour sens positif celui de vers B (fig. 135). 

Ceci posé, soient / Tépoqucà laquelle la droite AB occupe la position 
indiquée sur la figure, H Tangle AOM. Le triangle AMO étant isocèle^ 
l'angle BAO vaut et le triangle rectangle ABO donne : 

ÛB = s = 2R siu e. 

Or, = 0)/; par suite : 

5 = 2R sin o)/. 




bû 




eo 



CC4 
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On en déduit : 

V = 2ioR cos fat = 2ta X Mm 

i = — 2u)2R sin to< = — 2u)« x Om. 

Il en résulte que le njouvement du point B est direct retardé pendant 
le premier quart de révolution du point M, rétrograde accéléré pendant 
le deuxième, rétrograde retardé pendant le troisième et enfin direct 
accéléré peibdant le dernier. 

Les courbes des espaces e, des vitesses v et des accélérations a, ces 

i 1 

deux dernières exécutées, l'une à Téchelle .t— , l'autre à Téchelle n-o i sont 

représentées sur la figure précédente. 

MOUVEMENT CYGLOÏDAL 

209. ProblIeiie. — Une circonférence roule sur une droite, trouver le 
mouvement de l'un de ses points sachant que celui de son centre est 
uniforme. 

Â répoque t, le mobile se trouve en un point M (fig.i 36) tel que l'angle 
ÎOM = et sa vitesse relative (MP) = o). R est égale à sa vitesse 
(MS) = V de translation. On a donc : 





d'où : 



,XR = V. 






à) Eqtiationt des vitesses. — Pour obtenir Téquation des vitesses, 
projetons sur le diamètre IH le contour MPQ dont la résultante (MQ) 
représente la vitesse v que nous cherchons ; il vient : 



ou : 



V cos 9 = V sin 6 



V^ V 
V = 2V sin 2^ == g X Iwi- 



b) Equation des espaces. — L'équation des espaces s'obtient en appli- 
quant les principes établis § 53 ; elle est : 



» = / 2V sin Jg dt -+- C" 




Ui 
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OU : 

\t 
s = — iR cos ,j|v H- C**. 

Or, pour i = 0, s = ; donc : 

C*' = 4R. 

Par suite : 

;s = -4 ft co» 2^ -+- *^ =*R (* "" ^^) = *^ (* ~ ^* !)• 

Le triangle rectapgie IHH donne : 

HM=2RcosJ- 

Il en résulte que : 

fi = 2 (2R =p HM). 

Le signe — correspondant au cas où le mobile M se trouve sur la 
demi-circonférence de gauche, le signe 4- au cas contraire. Si donc, on 
convient de regarder HM comme un segment négatif à gauche de IH, 
positif dans le cas contraire, l'équation générale des espaces est : 

« = 2 (2R -h FR!). 

c) Equation des accélérations, — Appelons y l'accélération du mo- 
bile à l'instant t ; on peut écrire : 

. dv V2 V^ V» e 
•^=5i=K^'2H=R"^2- 

Or, le triangle rectangle IMH donne : 

e 



MH = 2R cos ^ 



Par suite : 



V* 
J = 2ÏTÏ X MH, 



et la longueur MH doit être regardée comme positive tant que le point 
M est à gauche du diamètre IH et comme négative dans le cas contraire. 
Le mouvement du mobile est donc direct varié, .accéléré pendant la 
première demi- révolution de la routante, retardé pendant la demi-révo- 
lution suivante. 
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Les échelles des courbes représentatives des espaces des vitesses 
et des accélérations sont : 

1 R 2R* 
2' y' ys* 



MOUVEMENT PÉRIODIQUE 

210. Problâmb. — Une droite ÂB se meut de telle façon que ses 
extrémités se déplacent sur deux axes rectangulaires, l'une d'elles A 
par exemple ayant un mouvement uniforme. Trouver les lois du mou- 
vement de l'autre extrémité B et du milieu M de AB. 

a) Mouvement de l'extrémité B 

Désignons par 2R la longueur de la droite AB, par V la vitesse cons- 
tante de son extrémité A et par t Tépoque où elle occupe la posiTion 
indiquée sur la figure. Sur la trajectoire du point B prenons pour 
origine des espaces le point et pour sens positif celui de vers B. 

Qt) Equation des espaces. Le triangle rectangle AOB donne : 



s = /AB* — Oa^ 



Or: 



oA = \t. 



donc : 



s = /4R* — (2R — VO* = v/V/(4R — VO . 



p) Equation des vitesses, — En prenant la dérivée par rapport au 
temps de l'équation des espaces, il vient : 

V(4R — V^)~.VV _ V(2R--.V/) 



2v/V/ (4R — VO }/Vt (4R — \t) 

7) Equation des accélérations, — En prenant la dérivée par rapport 
au temps de l'équation des vitesses, il vient : 

— 4R2V 

J = 



t (4R — VO /V< (4R — VO 

Etude du mouvement. — Proposons-nous de faire cette étude pei>- 
dant que le point A parcourt le segment de droite (0,20), B se déplace 
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alors depuis le point jusqu'au point 10 d*un mouvement direct varié 
retardé, puis ensuite du point 10 il revient au point d'un mouvement 
rétrograde varié accéléré. Ces résultats se déduisent des formules précé- 
dentés. 




1 


1 1 


1 


1 i 


\ 


1 1 


il 


1 I 


\ 


1 1 


Lv 


, 1 

1 1 




V 1 ' 




\ • 




\' 1 



Fig. 137 



2R 



En effet, -y- représente le temps mis par le point Â pour aller du 

point au point 10 et y ^® temps mis par le même point pour aller 
du point au point 20. Il en résulte alors que, le temps t est toujours 
inférieur à -^ et Ton peut résumer dans le lableau suivant les signes de 
la vitesse et de l'accélération : 



( 







.2R 


4R 




V 


V 


V 


00 


+ 





00 


• 

J 




^^ 
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b) Mouvement da milieu de M 

a) Equation des espaces. --* Soit s l'arc 5M de trajectoire du poîilt 
Tangle MOo correspondant a pour valeur jr et ie triangle rectangle niMO 

dans lequel mO = -^ donne : 

2R — V< „ s 
—2 = R C08 g 



d'où l*on déduit : 



« = R arc cos 



2R — Vf 
2R 



P) Eqtiation des vitesses. — Le mouvement du mobile ayant toujours 
lieu dans le même sens, sa vitesse est constamment positive et a pour 
expression : 

ds VR 



V = 



^^ V/V/(4R — \t) 




^J 



« I t Jl! Il 

13 — ik^ 15 'iâ — ^ m 



Fig. 138 



La quantité sous le radical est un trinôme constamment -positif puisque 

4R 2ft 

< va de à -y ; il croît tout d'abord jusqu'à ce que t soit égal à -r^ et 

décroît ensuite. Il en résulte que la vitesse du<point J(.dé«Folt 
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«clant le premier quart de révolution pour croître pendant le quart sui- 
vant. ^ 

Le mouvement du point M est donc varié retardé, puis varié accé- 
léré. 

La valeur minimum de la vitesse correspond à la valeur ^ du temps ; 

•elle est : 



^ = ïï 



y) Equations des accélérations, — L'équation des accélérations est : 

— VR(2R — VO 



^=i 



/(4R-. V0t/Vi(4R — VO' 



Elle montre que l'accélération est négative depuis 1 époque t = jus- 

2R . . 
' «qu'à l'époque < = -^- , positive ensuite. 
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lenoes qui, sans être indispensables, introduisent de notables simplificationB : rappli- 
cation en a été rendue rigoureuse par la démonstration de quelques-unes de leurs 
propriétés. Puis ils se sont attachés à préciser toutes les questions de signe; de plus 
toutes les démonstrations ont été développées en détail avec toute la netteté néces- 
saire, sans nuire à Télégance. 

La partie qui traite de la réalisation des mouvements a été développée avec une 
clarté remarquable Enfin une note placée à la fin du fascicule de Cinématique' 
complète par quelques notions très simples l'étude des mouvements possibles d un 
corps solide. Une démonstration élémentaire nouvelle du théorème de Goriolis termine 
ingénieusement la Cinématique. 

En résumé, cet ouvrage a été fait pour être lu surtout par des élèves, les auteurs 
s'étant imposé une clarté et une méthode très rigoureuses. 

P. BERNIOLLE 

Profeueur de Mathématiqaei (Saiot-Cyr) «a lyeèa de Troyes 
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